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摘要 本文从邻接矩阵的视角分析复杂网络,研究了基于矩阵 Kronecker积运算与 Kronecker和运算

的复杂网络构建方法. 将 Kronecker积运算迭代地应用于一个简单初始网络的邻接矩阵,得到了一个

Kronecker 积图, 也是一个分形维数不超过 2 的自相似网络. 当初始网络是连通非二分图时, 则得到

的 Kronecker积图同时具有小世界特性,其直径不超过初始网络直径的两倍. 其次,将 Kronecker和运

算顺次应用于多个简单初始网络的邻接矩阵,得到了一个 Kronecker和图,也是一个度分布呈正态分

布的随机网络. 最后,给出了基于矩阵运算的复杂网络构建方法的若干性质.
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1 引言

复杂网络是复杂系统的高度抽象, 一直受到人们的关注. 对复杂网络的系统性研究可溯源到 20

世纪中叶 Erdos和 Renyi [1] 提出的 ER随机网络模型,在后续近半个世纪的时间内一些重要的网络模

型包括 WS 小世界网络模型 [2]、NW 小世界网络模型 [3]、BA 无标度网络模型 [4] 等相继提出.

WS, NW, BA 网络模型是 ER 网络模型的改进与拓展, 它们均是通过对节点连接策略的调整以

构建出不同类型的网络, 由此得到的网络度分布也不尽相同. ER 网络模型度分布呈泊松分布, WS 与

NW 网络模型的度分布呈指数分布, 而 BA 网络模型度分布呈幂律分布. WS 和 NW 网络模型揭示了

复杂网络的小世界特性, 而 BA 网络模型则揭示了复杂网络的无标度性质. 小世界特性及无标度特性

被誉为复杂网络的两大特性, 它们的提出开辟了复杂网络研究的新纪元, 掀起了复杂网络研究的另一

股热潮.

复杂网络的小世界特性及无标度特性在真实网络中广泛存在,对小世界网络及无标度网络的研究

也成为复杂网络研究的重点, 人们先后提出了小世界网络及无标度网络的各种改进模型 [5, 6]. 近年来,
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复杂网络的自相似特性引起了人们极大的关注 [7],其被誉为继小世界特性和无标度特性后的复杂网络

第 3 大特性. 但相对于前两者的研究, 对自相似特性的研究尚不深入, 目前尚未有公认的自相似网络

模型问世.

在对复杂网络的研究中,对经典网络模型的持续改进是复杂网络研究的一个重点. 吴晓平等 [8] 引

入一种负载容量非线性模型来研究小世界网络的级联抗毁性,发现小世界网络的级联抗毁性随权重系

数的增大而减弱. 任小叶等 [9] 提出基于表征异质投资群体结构的无标度网络自组织金融模型,模型生

成的价格波动序列与实际股指具有相似的演化动力学. Rudolph 等 [10] 针对有向 WS 小世界网络模型

进行研究, 给出了一种新的分析框架及表述其邻接矩阵的代数表达式, 可精确描述 WS 小世界网络的

非对称性指数及聚集系数. Galiceanu 等 [11] 研究了具有无标度网络特性的聚合物, 并分析了刚度参数

和网络规模对其动力特性的影响. 在新型网络模型的构建方面, 王潮等 [12] 提出了一种具有小世界特

性的无线传感器网络簇级拓扑算法, 对随机攻击具有很强的鲁棒性, 并具有很好的生存性能. 刘洲洲

等 [13] 通过对节点生命期建模, 得出了一种能耗均衡的无线传感器网络加权无标度拓扑模型, 均衡了

节点能耗. Peng 等 [14] 提出了一个多维增长的确定性小世界网络模型, 并给出了计算该网络模型特征

路径长度的精确解析表达式. Emmerich 等 [15] 对嵌入式无标度网络的结构和功能特性进行研究, 并

对比分析了嵌入式无标度网络与非嵌入式无标度网络的异同. 此外, 由于复杂网络的邻接矩阵全面地

刻画了网络中节点之间的相互关系, 通过它能够很好地描述复杂系统的特质. 熊文海等 [16] 推导了网

络邻接矩阵与网络各特质之间的函数关系, 并找出了网络邻接矩阵与网络结构的一一对应关系. Jalan

等 [17] 使用随机矩阵理论对复杂网络进行分析, 通过最近邻及次最近邻分布分析了随机网络、无标度

网络和小世界网络邻接矩阵的特征值, 发现这些分布属于 Gauss 正交系统. 对矩阵运算在复杂网络分

析中的应用尚需进一步深入研究.

在分形理论的理论研究方面, 吴亚豪等 [18] 定义了具有量纲函数的重分形测度, 并证明了当欧氏

空间中两个重分形测度具有等价的量纲函数时二者等价. 王宏勇等 [19] 构造了一类新的分形插值曲面,

可用作任意数据点上的自仿射和非自仿射的分形插值模型,导出了能刻画这类分形曲面敏感性的一些

不等式. Seo等 [20] 针对环境敏感 L系统单位体积增长的局限,通过引入主分支规则及区域增长变量对

L 系统进行多层次多模式扩展, 而且调整系统的参数能够改变系统叶子的形状. Breckner 等 [21] 指出

在欧氏空间开集中定义的非线性椭圆问题可以通过分形理论得到解决, 证明了基于 Sierpinski gasket

定义的某些渐变系统 3 个非零弱解的存在性. 在分形理论的应用研究方面, 周洁等 [22] 研究了周期受

击陀螺系统波函数的分形, 发现在打击强度系数较弱时相空间规则且分形维接近于 1, 在打击强度系

数增大时相空间出现混沌且分形维随之增大. 王智文等 [23] 提出了一种基于多元统计模型的分形小波

自适应图像去噪算法, 在去除噪声的同时能有效地保持图像的边缘特征并保留图像的精细结构. Xiu

等 [24] 将重标极差分析用于风速系列分形特性的分析中, 以提高风速系列的预测效果, 并对 Hurst 指

数接近 1的风速系列给出了改进的分形插值预测方法. Rahimi [25] 应用传递矩阵法在理论上分析了电

磁波通过有损且分散的单负材料组成的一维自相似分形结构后的透射光谱,发现缺陷的引入会降低传

输峰值但不影响透射光谱的主要性能.

在自相似网络研究方面, Song 等 [26] 给出了一个数学模型以揭示复杂网络分形结构的成因, 指出

中心节点的非同源匹配是分形结构的重要成因, 并说明这种连接可以有效地提高网络的鲁棒性, 但他

并没有给出反映分形结构最重要参数的分形维数或其他类似的参数. 张嗣瀛 [27] 给出一个树状生长模

型并指出生长过程及自相似结构的涌现可集中由简单的幂律体现,幂律也是层层相似的自相似结构的

成因. 而且, 这种模型的分形维数或相应的指数是系统功能的度量.

当前, 人们也在积极探寻引入新的研究工具与分析方法来研究复杂网络, 由于网络的邻接矩阵与
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网络的结构呈一一对应关系, 本文拟从邻接矩阵的视角分析复杂网络, 主要是通过矩阵运算实现复杂

网络的构建, 即通过一个简单初始网络邻接矩阵的迭代 Kronecker 积运算构建自相似网络, 并通过多

个简单初始网络邻接矩阵的 Kronecker 和运算构建随机网络，同时给出了它们的若干性质.

2 预备知识

2.1 图论

设图 G=(V, E )是一个无向无环无权图, 其中 V=v1, v2, . . . , vi, . . . (1 6 i 6 |V |)是网络中所有节
点的集合, E=e1, e2, . . . , ej , . . . (1 6 j 6 |E|) 是网络中所有边的集合, 且有 E ⊆ V × V . |V | 表示图 G

中的节点数目, |E| 表示图 G 中的边数目.

定义1 (度分布 [28]) 图 G 的节点度分布是指图 G 中节点度的概率分布或频率分布 (统称分布).

度分布是对一个图中节点度数的总体描述, 对于随机图而言, 其度分布指的是图中节点度数的概

率分布.对于任一非负整数 k 而言,度数为 k 的节点在图 G 的所有节点中所占的比例 p(k)表述为 [29]

p(k) =

∣∣∣∪d(vi)=k {vi}
∣∣∣

|V |
. (1)

且有 ∑
d∈N0

p(k) = 1. (2)

当然, 也可以用图 G 中节点度的频数来描述度分布, 此时 (1) 及 (2) 式表述为

p(k) =

∣∣∣∣∣∣
∪

d(vi)=k

{vi}

∣∣∣∣∣∣ , (3)

∑
d∈N0

p(k) = |V | . (4)

在描述图 G 的度分布时, (1) 与 (3) 式及 (2) 与 (4) 式的效果是一样的.

Newman等 [30] 提出用图 G 的节点度分布多项式来更直观地描述节点的度分布,其中图的度分布

多项式是以节点度的概率为系数, 以节点度为次数的单项式组成的多项式:

Poly(G) =

∞∑
k=0

p(k)xk. (5)

对 (5) 式有

Poly(G) |x=1= 1, (6)

p(k) =
dkPoly(G)

k!

∣∣∣∣
x=0

. (7)

类似地, 也可以用图 G 中节点度的频数来描述 (5) 式中节点度的概率, 此时 (6) 式表述为

Poly(G) |x=1= |V | . (8)
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且有

Poly′(G) |x=1= 2 |E| . (9)

通过图的节点度分布多项式可以比较简单地得到图的节点度分布、节点数目及边数目.

定义2 (邻接矩阵 [28]) 图 G 的邻接矩阵 A(G)是 |V | × |V |的方阵, 其中, 若 v i 与 v j 相邻, 则有

A(G)ij=1, 否则 A(G)ij=0.

因此, 节点 v i 的度 d(v i) 是指邻接矩阵 A(G) 中第 i 行或第 i 列中非零元素的数目, 即

d(vi) =

|V |∑
j=1

Aij =

|V |∑
j=1

Aji. (10)

定义3 (图密度 [28]) 图的密度是指图 G 中的边数与最多可能的边数之比, 记为 Density(G).

2.2 分形理论

分形理论的数学基础是分形几何学,由分形几何衍生出分形信息、分形设计、分形艺术等应用 [31]，

其最基本特点是从分数维度的视角, 用数学方法描述和研究客观事物. 典型的分形图形包括 Cantor

集、Koch 雪花及 Menger 海绵等.

定义4 (分形矩阵 [32]) 分形矩阵是通过迭代相加生成的具有分形特性的一系列矩阵.

分形矩阵最早应用于图案生成中 [33]. 对矩阵 Am×n 而言, 分别用矩阵 A 的每一个元素 aij (16
i 6m, 16 j 6n) 加上矩阵 A 的每一个元素所得的矩阵去置换元素 aij , 得到一个局部与整体相似的矩

阵 A
(1)
m2×n2 , 其整体结构特性与生成矩阵 A 相同. 如果上述变换过程不断进行下去, 就会得到一系列

自相似的矩阵: A
(1)
m2×n2 , A

(2)
m3×n3 , A

(3)
m4×n4 , . . ., 其中 A

(i+1)
mi+2×ni+2 都是由 A

(i)
mi+1×ni+1 的每一个元素与 A

相加后置换而成. 通过上述迭代操作生成的一系列矩阵 A
(1)
m2×n2 , A

(2)
m3×n3 , A

(3)
m4×n4 , . . . 称为分形矩阵.

3 基于矩阵运算的复杂网络模型构建

3.1 基于矩阵运算的自相似复杂网络模型构建

文献 [34] 指出, 迭代 Kronecker 积运算生成的矩阵也是分形矩阵. 由此, 有如下基于矩阵运算

的自相似复杂网络模型构建方法: 对于一个简单图的邻接矩阵 Am×m, 分别用 A 的每一个元素 aij

(16 i 6m, 16 j 6m) 乘以 A 的每一个元素所得的矩阵去置换元素 aij , 得到一个局部与整体相似的自

相似矩阵,令此变换过程不断进行下去,得到一系列自相似矩阵 (对应于 A的迭代 Kronecker积运算),

这些自相似矩阵视为邻接矩阵, 其对应的网络就是 A 的迭代 Kronecker 积图, 也具有自相似特性, 即

是自相似网络.

对图 G=(V, E ) 及对应的邻接矩阵 A 而言, 经过一次 Kronecker 积运算可以得到新的图 G(1)=

(V (1), E (1))及对应的邻接矩阵 A(1). 由于图的邻接矩阵的行数或列数代表图的节点数目,则有
∣∣V (1)

∣∣ =
|V | × |V | = |V |2,

∣∣E(1)
∣∣ = 2 |E| × |E| = 2 |E|2. 依此类推, 可以得到∣∣∣V (i)

∣∣∣ = |V |i+1
= (Poly(G) |x=1)

i+1
, (11)

∣∣∣E(i)
∣∣∣ = 2i |E|i+1

=

(
1

2
Poly′(G) |x=1

)i+1

, (12)
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Density(G(i)) =
2
∣∣E(i)

∣∣∣∣V (i)
∣∣ (∣∣V (i)

∣∣− 1
) =

(2 |E|)i+1

|V |i+1
(
|V |i+1 − 1

)
=

(
Poly′(G) |x=1

)i+1

(Poly(G) |x=1)
i+1
(
(Poly(G) |x=1)

i+1 − 1
) . (13)

G(i) 可简记为如下形式:

G(i) =

(i)⊗
G. (14)

分别对 (11)∼(13) 式进行分析, 随着迭代次数 i 的增大, 在 i → ∞ 时, 所得到的复杂网络节点数、

边数及网络密度分别为

lim
i→∞

∣∣∣V (i)
∣∣∣ = lim

i→∞
|V |i+1 → ∞, (15)

lim
i→∞

∣∣∣E(i)
∣∣∣ = 2i lim

i→∞
|E|i+1 → ∞, (16)

lim
i→∞

Density
(
G(i)

)
= lim

i→∞

2
∣∣E(i)

∣∣∣∣V (i)
∣∣ (∣∣V (i)

∣∣− 1
) = lim

i→∞

(
2 |E|
|V |2

)i+1

→ 0. (17)

(15)∼(17) 式说明一个图的迭代 Kronecker 积图在迭代次数趋近于无穷时, 其节点数及边数趋近

于无穷, 而网络密度趋近于 0.

图的度分布多项式将节点的度处理为单项式的次数. 既可以用度分布多项式表述初始图的度分

布, 也可以用度分布多项式表述图的迭代 Kronecker 积图的度分布. 直接对初始图度分布多项式进行

计算, 得到图的迭代 Kronecker 积图的度分布多项式, 进而得到其度分布, 于是有如下定理.

定理1 一个图的迭代 Kronecker积图的度分布可以通过度分布多项式的系数相乘次数相乘的运

算得到.

证明 由于 Kronecker积运算是一个矩阵的每一行与另一个矩阵的每一行分别相乘,得到的结果

矩阵每一行中非零元素的数目就是节点对应的节点度.若将矩阵每一行中非零元素的数目视为单项式

的次数, 在采用图的度分布多项式表述处理图的度分布时, 邻接矩阵行与行相乘反映到度分布多项式

中就是次数与次数相乘, 也即新得到的 Kronecker 积图的度分布多项式可视为初始图度分布多项式系

数相乘次数相乘的特殊乘积运算. 定理 1 得证.

根据定理 1, 对图 G(1) 而言, 若 Poly (G) =
∑|V |

i=1 x
d(vi), 则有

Poly
(
G(1)

)
= Poly (G)

⊗
Poly (G) =

|V |∑
i=1

xd(vi)
⊗ |V |∑

j=1

xd(vj) =

|V |∑
i=1

|V |∑
j=1

xd(vi)×d(vj). (18)

这样, 在自相似 Kronecker 积图构建中, 可以采用 (18) 式, 从理论上严格得到新生成的自相似网

络度分布多项式, 进而得到其度分布. 定理 1 还可以推广并应用于不同图的 Kronecker 积图.

在分形理论中, 分析并判定一个图形属于分形图形的要点是给出此分形图形的分形维数. 由于邻

接矩阵与图是一一对应的 [16], 对自相似的图及其邻接矩阵而言, 二者的分形维数是相等的, 可以通过

对图的邻接矩阵分形维数的分析间接得到图的分形维数. 下面, 通过分形维数的定理, 给出此类自相

似网络的分形维数.
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对于 m× n 的矩阵 Am×n 而言, 基于此矩阵得到规模是其 k 倍的 (mk)× (nk) 矩阵需要 k2 个矩

阵 Am×n 进行简单的拼接. 对于 “拼接” 这种操作 (“运算”) 而言, 其分形维数为

FD =
log k2

log k
=

2 log k

log k
= 2. (19)

于是, 应用分形维数的计算方法, 可以得到如下结论.

定理2 一个图的迭代 Kronecker积图的分形维数为其边数两倍的对数值与节点数对数值的比值,

即为

FD (G) =
log 2 |E|
log |V |

. (20)

证明 在采用 Kronecker 积运算处理图 G=(V, E ) 的邻接矩阵 A|V |×|V | 时, G(1) 对应的邻接矩

阵为 A
(1)

|V |2×|V |2 , 其规模是 A|V |×|V | 的 |V | 倍, 但只有在 A(i, j )=1 时才需要用 A|V |×|V | 替换 A(i, j ),

共需要 2|E| 个 A|V |×|V | 进行选择性的 “拼接”. 定理 2 得证.

定理3 一个图的迭代 Kronecker 积图的分形维数不超过 2.

证明 对于图 G=(V, E ) 而言, 即有 |E| 6 1
2 |V | (|V | − 1), 根据 (20) 式, 则有

FD (G) =
log 2 |E|
log |V |

6 log |V | (|V | − 1)

log |V |
< 2. (21)

定理 3 得证.

一般情况下, 只关心连通图且非二分图. 于是, 基于定理 3 可以得出如下的引理.

引理1 一个连通图且非二分图的迭代 Kronecker 图的分形维数介于 1 到 2 之间.

证明 对于连通图且非二分图 G=(V, E ) 而言, 有 |E| > |V | > 2, 根据 (20) 式, 则有

FD (G) =
log 2 |E|
log |V |

> log 2 (|V | − 1)

log |V |
> 1. (22)

结合 (21) 式, 即有 1 < FD < 2. 引理 1 得证.

此外, 基于一个矩阵的迭代 Kronecker 积运算得到的矩阵也是分块矩阵, 对基于图的邻接矩阵的

迭代 Kronecker 积运算得到的分块矩阵进行分析, 则有如下结论.

定理4 一个连通图且非二分图的迭代 Kronecker 积图的直径不超过初始图直径的两倍.

证明 设图 G=(V , E)的直径为 d, 则通过其任一节点均可在不超过 d 步内到达另一节点. 在经

过一次 Kronecker积运算得到的 G(1) 中,其对应的邻接矩阵 A(G(1))中分块矩阵内部对应的每一个节

点也可在不超过 d 步内到达此分块矩阵内部对应的另一节点, 一个分块矩阵与另一个分块矩阵之间

也可在不超过 d 步内到达另一个分块矩阵, 也即 G(1) 的直径不超过 2d. 由于应用 Kronecker 积运算

得到的图 G(i)(i > 1) 对应的邻接矩阵均是分块矩阵, 则上述分析对任意的 i(i > 1) 均成立, 即基于一

个图的邻接矩阵的迭代 Kronecker 积运算得到的分块矩阵对应的 Kronecker 积图的直径均不超过 2d.

定理 4 得证.

注 1 定理 4 表明一个连通图且非二分图的迭代 Kronecker 积图的直径均相等, 于是在具体的计

算中只需要计算出 G(1) 的直径就可以得到所有此类自相似复杂网络的直径.

注 2 定理 4 只对连通图且非二分图成立, 对非连通图或二分图不成立, 因为二分图的迭代 Kro-

necker 积图是非连通图, 而非连通图的直径是无穷大.

进一步, 可以得出如下的定理.

615



刘胜久等: 基于矩阵运算的复杂网络构建方法

表 1 自相似复杂网络与 Koch 雪花对比表

Table 1 Comparison between self-similarity network and Koch snowflake

Dimension Koch snowflake Self-similarity network

limn→∞ Tn → 0 limn→∞ Density(G(i)) → 0

1 limn→∞ Ln → ∞ limn→∞
∣∣V (i)

∣∣ → ∞

limn→∞ Nn → ∞ limn→∞
∣∣E(i)

∣∣ → ∞

Fractal dimension log3 4 log|V | 2 |E|

2 limn→∞ Sn = 8
5
S0 limn→∞ D

(
G(i)

)
6 2D(G)

定理5 一个完全图且非二分图的迭代 Kronecker 积图的直径为 2.

证明 完全图中的每一个节点均与其他所有节点直接相连, 故其直径为 1. 根据定理 4, 完全图

的迭代 Kronecker 积图直径不超过初始图直径的两倍, 即不超过 2. 只有完全图的直径才是 1, 而完全

图的迭代 Kronecker 积图不是完全图, 故其直径只能是 2. 定理 5 得证.

注 3 与定理 4 类似, 定理 5 也只对连通图且非二分图成立.

为更直观地刻画自相似网络在不同维度下的度量情况,将一个连通图且非二分图的迭代 Kronecker

积图对应的自相似网络与分形维数同样介于 1 到 2 之间的 Koch 雪花 [35] 进行对比, 先分析 Koch 雪

花的性质.

作为典型的分形图形, Koch 雪花的主要特点是周长无限、面积有限, 其分形维数为 log3 4, 介于 1

到 2 之间 [36]. Koch 雪花是基于一个正三角形迭代生成的. 假设初始情况下正三角形的边长为单位长

度 T 0=1, 其边数为 N 0=3, 其周长为 L0=3T 0=3, 其面积为 S 0=
√
3
4 T 2=

√
3
4 , Tn, N n, Ln 和 Sn 分别表

示第 n 步后得到的 Koch 雪花的边长、边数、周长和面积, 则有

limn→∞ Tn = limn→∞

(
1

3

)n

T0 = limn→∞
1

3n
→ 0,

limn→∞ Nn = limn→∞ 4nN0 = limn→∞ 3× 4n → ∞,

limn→∞ Ln = limn→∞

(
3

4

)n

L0 = limn→∞
4n

3n−1
→ ∞,

limn→∞ Sn = 1 +
1

3
limn→∞

∑n
i=0

(
4

9

)i

S0 =
8

5
S0 =

2
√
3

5
.

(23)

采用上述方法生成的自相似网络与 Koch 雪花的对比如表 1 所示.

从表 1 可以看出, 在维度为 1 时, 自相似网络的密度与 Koch 雪花的边长均趋近于 0, 自相似网络

的节点数及边数与 Koch雪花的周长及边数均趋近于无穷; 在自身分形维数下, 二者皆可度量; 在维度

为 2 时, 自相似网络的直径不超过初始图直径的 2 倍, Koch 雪花的面积也趋近于一个常数. 我们所构

建的自相似网络与经典的自相似几何图形 Koch 雪花具有类似的特性, 即只有在自身分形维数下才可

度量, 在低于自身分形维数时度量无穷, 在高于自身分形维数时度量有限.

根据定理 2, 自相似网络的分形维数只与初始图的节点数与边数有关, 可能存在多个拓扑结构不

同的图却拥有相同的节点数及边数,也可能存在多个拓扑结构不同且节点数与边数也不同但分形维数

相同的图, 所以给出如下定义.

定义5 (准自相似网络) 准自相似 (quasi self-similarity) 网络是指由多个节点数及边数相等的初

始网络对应的邻接矩阵通过 Kronecker 积运算而得到的 Kronecker 积图.

定义6 (泛自相似网络) 泛自相似 (pan self-similarity)网络是指由多个边数 2倍的对数值与节点
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数对数值的比值相同的多个不同初始网络对应的邻接矩阵,通过 Kronecker积运算而得到的 Kronecker

积图.

对准自相似网络及泛自相似网络进行分析, 可以得到下述结论.

定理 6 准自相似网络的分形维数等于对应的自相似网络的分形维数.

证明 根据定理 2及 (20)式,自相似网络的分形维数只与初始网络的节点数及边数有关. 又根据

定理 1及 (18)式, 准自相似网络的节点数与对应的自相似网络的节点数相等, 而且准自相似网络的边

数与自相似网络的边数相等. 所以, 准自相似网络的分形维数与对应的自相似网络的分形维数也相等.

定理 6 得证.

引理 2 泛自相似网络的分形维数等于对应的准自相似网络的分形维数.

证明 与定理 6 证明类似.

将复杂网络记为全集 U, 自相似网络记为 USS, 泛自相似网络记为 UPSS 及准自相似网络记为

UQSS, 则有如下定理.

定理 7 复杂网络 U 是 UPSS 的超集, UPSS 是 UQSS 的超集, UQSS 是 USS 的超集, 用公式表

述为

USS ⊂ UQSS ⊂ UPSS ⊂ U. (24)

证明 易证其成立.

3.2 基于矩阵运算的随机复杂网络模型构建

基于矩阵运算的随机复杂网络模型构建方法如下所示: 对于一系列随机选择的初始网络 G(1),

G(2),G(3), . . . ,G(i), . . . 而言, 将 Kronecker 和运算顺次应用于上述网络对应的邻接矩阵可以得到一个

新的矩阵, 该矩阵对应的网络是上述网络的 Kronecker 和图, 即为随机复杂网络.

对于随机选择的初始网络 G=(V, E ) 而言, 可以认为其度分布是随机的, 即度分布服从正态分布,

而节点的度在其度分布多项式 Poly 中即是对应的单项式次数, 故反映在 Poly 中, 则是其所有单项式

的次数服从正态分布.

对两个图 Ga=(V a, Ea), Gb=(V b, E b) 及对应的节点度分布多项式 Poly(Ga), Poly(Gb) 而言, 将

Kronecker 积运算应用于 Ga 与 Gb 对应的邻接矩阵所得到的 Kronecker 积图 Gab 的节点度分布可以

通过 Poly(Ga) 与 Poly(Gb) 的 Kronecker 积运算得到, 即有

Poly(Gab) = Poly(Ga)
⊗

Poly(Gb) =

|Va|∑
i=1

|Vb|∑
j=1

xd(vi)×d(vj). (25)

图 Gab 的节点度分布在其度分布多项式 Poly(Gab) 中也是其对应的单项式次数. 从上式可以

看出, 两个相同或不同图的 Kronecker 积图的度分布可以视为初始网络度分布的非线性组合. 对于将

Kronecker和运算应用于两个矩阵所得到的新矩阵可以视为一个矩阵的每一行加上另一个矩阵的每一

行, 类似于 Kronecker积运算对图的度分布多项式的处理, 将 Kronecker和运算应用于 Ga 与 Gb 对应

的邻接矩阵所得到的 Kronecker 和图 G ′
ab 的节点度分布可以通过下式得到:

Poly(G′
ab) = Poly(Ga)

⊕
Poly(Gb) =

|Va|∑
i=1

|Vb|∑
j=1

xd(vi)+d(vj). (26)

式 (26) 即是通常的多项式乘法, 可以看出, 类似于对 Kronecker 积采用系数相乘次数相乘的运

算规则, 对 Kronecker 和采用系数相乘次数相加的运算规则也可以得到新网络的度分布. 对比于将两
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个相同或不同图的 Kronecker 积图的度分布视为初始网络节点度分布的非线性组合, 可以将两个相同

或不同图的 Kronecker 和图的度分布视为初始网络节点度分布的线性组合. 对于随机选择的初始网络

而言, 其度分布服从正态分布, 由于有限个正态分布的线性组合也是正态分布, 基于多个初始网络的

Kronecker 和图的度分布也服从正态分布.

在初始网络集合G1, G2, G3, . . . , Gi, . . .中,对于顺次选择的 G(1), G(2), G(3), . . . , G(i), . . ., G(n) 并

进行 Kronecker 和运算得到的 Kronecker 和图 G(n) 而言, 其节点数、边数、网络密度可以通过度分布

多项式得到 ∣∣∣V (n)
∣∣∣ = Poly(G(n)) |x=1=

n∏
i=1

∣∣V(i)

∣∣ = n∏
i=1

Poly(G(i)) |x=1, (27)

∣∣∣E(n)
∣∣∣ = 1

2
Poly′

(
G(n)

)
|x=0=

n∑
i=1

∣∣E(i)

∣∣ j=n∏
j=1, j ̸=i

∣∣E(j)

∣∣
=

1

2

n∑
i=1

Poly′
(
G(i)

)
|x=1

j=n∏
j=1, j ̸=i

Poly′
(
G(i)

)
|x=1

 , (28)

Density
(
G(n)

)
=

2
∣∣E(n)

∣∣∣∣V (n)
∣∣ (∣∣V (n)

∣∣− 1
) =

Poly′
(
G(n)

)
|x=0

Poly
(
G(n)

)
|x=1

(
Poly

(
G(n)

)
|x=1 −1

) . (29)

G(n) 可简记为如下形式:

G(n) =
n⊕

i=1

G(i). (30)

3.3 不同组合的复杂网络模型

前面分析了基于一个简单初始图的迭代 Kronecker 积运算可以得到自相似网络, 基于多个简单初

始图的 Kronecker 和运算可以得到随机网络. 其实也可以基于一个初始网络进行迭代 Kronecker 和运

算或多个初始网络进行 Kronecker积运算,当然,也可以同时应用 Kronecker积运算及 Kronecker和运

算. 将上述复杂网络构建方法进行推广, 可以得到一般情况下基于矩阵运算的复杂网络构建方法. 基

于一个, 有限多个, 乃至无穷多个初始图的 Kronecker 积运算和/或 Kronecker 和运算共有 9 种组合,

如表 2 所示, 9 种组合之间的关系如图 1 所示.

4 基于矩阵运算的复杂网络理论分析

4.1 基于矩阵运算的复杂网络数量分析

在基于矩阵运算的复杂网络构建中, 可以通过对初始图度分布多项式的计算而得到 Kronecker 积

图及 Kronecker 和图的度分布多项式, 进而得到其度分布. 由于图的度分布多项式掩盖了图的拓扑结

构, 一个相同的度分布多项式可能对应多个拓扑结构不同的图.

通过度分布多项式描述网络类似于化学中通过分子式描述化合物. 描述化合物需要分子式, 也需

要结构式,一个相同的分子式可能对应多个不同的结构式,这突出的表现为化学中的同分异构现象,而

结构式即相当于网络的拓扑结构. 分子式之于结构式存在数量规律, 度分布多项式之于拓扑结构也存

在数量规律. 对基于矩阵运算的复杂网络数量进行研究, 得到如下结论.
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表 2 基于矩阵运算的 9 种组合复杂网络统计表

Table 2 Statistics of 9 combinations of complex network based on matrix operation

No. Number Matrix operation Type of network

1 Kronecker product Self-similarity network

2 1 Kronecker sum –

3 Kronecker product, Kronecker sum –

4 Kronecker product –

5 n Kronecker sum Random network

6 Kronecker product, Kronecker sum –

7 Kronecker product Unclear

8 ∞ Kronecker sum Unclear

9 Kronecker product, Kronecker sum Unclear

 

n Graphs 

Kronecker  product 

∞ Graphs 

Kronecker  product 

1 Graph 

Kronecker  sum 

n Graphs 

Kronecker  sum 

∞ Graphs 

Kronecker  sum 

∞ Graphs 

Kronecker product 

Kronecker sum 

 

1 Graph 

Kronecker product 

1 Graph 

Kronecker product 

Kronecker  sum 

n Graphs 

Kronecker product 

Kronecker  sum 

 

图 1 复杂网络 9 种组合关系图

Figure 1 Diagram of 9 combinations of complex network

定理 8 度分布相同的复杂网络数量与其对应的补图数量是相等的.

证明 对于一个有 |V| 个节点的复杂网络 G=(V, E ) 而言, 其完全图 K|V | 需要每一个节点与其

余的 |V | − 1 个节点相连, 而补图 G′ 与图 G 是一一对应的, 即一个图 G 必然对应一个补图 G′, 图 G

的数量与补图 G′ 的数量相等. 定理 8 得证.

注 4 定理 8说明在难以直接计算一类度分布已知的复杂网络的数量时, 可以通过计算其补图的

数量而间接得到该类复杂网络的数量, 但仍未从根本上解决复杂网络的数量问题. 深入研究此类复杂
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网络的数量规律是后续研究的重要内容.

4.2 基于矩阵运算的复杂网络扰动与稳定分析

复杂网络扰动与稳定分析是主要分析初始图的波动对基于矩阵运算的最终生成网络的影响,尤其

是在增加或删除一个节点或一条边时对复杂网络总体特性的影响.下面先分析其对自相似网络的影响,

包括分形维数、网络直径和度分布 3 个方面的影响.

(20)式给出了基于初始图 G=(V, E )生成的自相似网络分形维数, 分析在添加或删除一个节点及

一条边对其分形维数的影响就是分析其分形维数对 x 的一阶导数. 将 (8) 及 (9) 式代入 (20) 式, 得到

分形维数对 x 的一阶导数如下:

dFD(G) |x=1 =
d log Poly′(G)

log Poly(G)

dx

∣∣∣∣
x=1

=
log Poly(G)d log Poly′(G)dPoly′(G)dx− log Poly′(G)d log Poly(G)dPoly(G)dx

log2 Poly(G)

∣∣∣∣
x=1

=
Poly(G)Poly′′(G) log Poly(G)− Poly′2(G) log Poly′(G)

log2 Poly(G)Poly(G)Poly′(G)

∣∣∣∣
x=1

=
Poly′′(G) |x=1 |V | log |V | − 4 |E|2 log 2 |E|

2 |E| |V | log2 |V |
. (31)

对于一个给定的图 G=(V, E ) 而言, 其节点数 |V | 及边数 |E| 是确定的, 分形维数对 x 的一阶导

数 dFD(G) |x=1 取决于 Poly′′(G) |x=1 的取值, 故分形维数与度分布多项式的二阶导数密切相关. 于

是, 在添加或删除节点或边时, 可以通过对度分布多项式的计算近似得到分形维数的变化情况.

对自相似网络直径的影响而言, 由于直径尚无类似于分形维数的显式函数可以表述, 故无法通过

类似于分形维数的分析方法进行讨论. 但由于自相似网络的直径不超过初始图直径的两倍, 可以通过

添加或删除一个节点或一条边时对初始图直径的影响进行间接的分析. 由于添加与删除是相对的, 我

们只分析添加即可, 于是可以得到下述结论.

定理 9 初始图添加一个节点及至少一条边时, 直径的增加量不超过 1.

证明 向初始图添加一个节点及至少一条边时, 原始图中节点之间的最短距离不受影响, 但原始

图中任一节点与新增节点的距离不超过原始图的直径加 1, 故直径的增量不超过 1. 定理 9 得证.

定理 10 初始图添加一条边时, 直径的减少量不超过一半.

证明 向初始图添加一条边时, 由于添加的边连接的两个节点是原始图中不相邻的节点, 导致原

始图至少会增加一个回路, 回路中任意两个节点间的距离不超过回路中节点数目的一半, 故直径的减

少量不超过一半. 定理 10 得证.

由于添加或删除一个节点或一条边时对初始图直径的影响存在确定的上限,故对最终生成的自相

似网络直径的影响也存在确定的上限.

对自相似网络度分布的影响而言,在具体的计算中是将度分布多项式进行类似多项式乘法的系数

相乘次数相乘的运算. 将 (25) 式代入 (7) 式得到

p(k) =
dkPoly(G)

k!
|x=0=

(d(vi)× d(vj))!

k! (d(vi)× d(vj)− k)!

|Va|∑
i=1

|Vb|∑
j=1

xd(vi)×d(vj)

∣∣∣∣
x=0

. (32)
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图 2 6 个不同初始网络

Figure 2 Six different initial networks. (a) Ga; (b) Gb; (c) Gc; (d) Gd; (e) Ge; (f) Gf

从 (32) 式可以看出, 在添加或删除一个节点或一条边时无法使用微分公式进行增量式地更新, 即

其不可微, 故初始状况下添加或删除一个节点或一条边时的细微差异, 会在以后随着迭代次数的增长

而由于连锁反应无限放大.

以下分析其对随机网络的影响,主要是对随机网络度分布的影响.对随机网络而言,在具体的计算

中是将节点度分布多项式进行通常多项式乘法的系数相乘次数相加的运算.将 (26)式代入 (7)式得到

p(k) =
dkPoly(G)

k!
|x=0=

(d(vi) + d(vj))!

k! (d(vi) + d(vj)− k)!

|Va|∑
i=1

|Vb|∑
j=1

xd(vi)+d(vj)

∣∣∣∣
x=0

. (33)

从 (33) 式可以看出, 在添加或删除一个节点或一条边时可以使用微分公式进行增量式的更新, 即

其可微, 故初始状况虽然选用不同类型的图但最终生成的随机网络度分布的形态近似相同, 均呈钟形

的正态分布.

尽管在分析新型网络模型扰动与稳定时使用了微积分的工具与方法, 得到了一些量化的结论, 但

仍未完全洞悉新型网络模型扰动与稳定的机理,充分利用微分方程等稳定性理论进行深入的分析是后

续工作的重点.

5 基于矩阵运算的复杂网络仿真实验

选取 6个简单的初始网络, 如图 2所示, 其对应的信息如表 3所示, 其迭代 20次后得到的自相似

网络度分布如图 3 所示.

从图 3 可以看出, 基于一个简单初始网络的 Kronecker 积图的度分布不同于经典的 ER 随机网络

的泊松分布、WS 小世界网络的指数分布及 BA 无标度网络的幂律分布等其他类型的分布, 这体现了

其自相似网络的特性. 在图 2 中, Ga, Gb, Gc, Gd, Ge, Gf 这 6 个初始图之间只存在一个节点或一条
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

图 3 6 个初始网络迭代 20 次后得到的自相似网络度分布

Figure 3 Degree distributions of self-similarity networks for 6 initial networks iterating by 20 times. (a) G20
a ; (b) G20

b ;
(c) G20

c ; (d) G20
d ; (e) G20

e ; (f) G20
f

表 3 6 个不同初始网络统计表

Table 3 Statistics of 6 different initial networks

No. Initial network Degree polynomial |Vertex| |Edge|
Fractal dimension Diameter

Exact Approxi- Initial Self-similarity
value mation network network

1 Ga x3 + 2x2 + x 4 4 log4 8 1.5 2 4

2 Gb 2x3 + x2 + 2x 5 5 log5 10 1.43068 3 4

3 Gc 3x3 + 3x 6 6 log6 12 1.38685 3 4

4 Gd 2x3 + 2x 4 5 log4 10 1.66096 2 2

5 Ge 3x3 + x2 + x 5 6 log5 12 1.54396 3 4

6 Gf 4x3 + 2x 6 7 log6 14 1.47289 4 4

边的微小差异, 但在图 3 中迭代 20次后得到的自相似网络的度分布却差异巨大, 其中 Ga 与 Gb 之间

只存在一个节点及一条边的差异, Ga 与 Gd 只存在一条边的差异, 最终得到的结果差异却极为巨大,
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表 4 6 个随机网络对应的 20 个初始网络选择表

Table 4 Six Random networks and the corresponding 20 initial networks

No. Random network Sequence of 20 initial networks selected

1 G
(20)
1 GdGcGfGfGbGfGdGaGeGdGfGcGfGfGbGfGbGaGaGb

2 G
(20)
2 GbGcGcGcGeGbGeGaGbGbGcGeGeGfGbGdGbGeGdGe

3 G
(20)
3 GfGdGcGdGbGaGfGeGeGeGfGbGaGeGfGeGdGbGaGe

4 G
(20)
4 GfGcGbGaGeGaGbGeGbGaGcGbGaGeGeGeGbGeGdGf

5 G
(20)
5 GaGbGfGcGeGbGaGdGfGeGdGbGcGaGeGfGcGcGaGb

6 G
(20)
6 GfGcGeGbGaGaGdGcGeGbGbGcGeGeGeGaGdGdGcGb

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 4 随机选择 20 个初始网络后得到的随机网络度分布

Figure 4 Random networks degree distributions when randomly selecting 20 initial networks. (a) G
(20)
1 ; (b) G

(20)
2 ; (c)

G
(20)
3 ; (d) G

(20)
4 ; (e) G

(20)
5 ; (f) G

(20)
6

呈现出典型的 “蝴蝶效应” 特点, 这其实就是复杂网络的 “变数”.

同时, 通过分析表 3 我们可以发现, 在增加或删除一个节点或一条边时, 对最终得到的自相似网

络的分形维数影响不大, 而且相对于添加或删除边, 添加或删除节点对分形维数的影响更大, 这可以

通过表 3 中分形维数差别不大体现出来. 而且, 其对网络直径的影响也是有限的, 这可以通过表 3 中

网络直径的差别不超过 2 体现出来, 这其实就是复杂网络的 “定数”. 定数与变数共存是复杂网络的

特点.

同样基于图 2 中的 6 个初始网络, 从中依次选取 20 个, 允许重复选取, 共重复 6 次, 分别记

为 G
(20)
1 , G

(20)
2 , G

(20)
3 , G

(20)
4 , G

(20)
5 和 G

(20)
6 , 选择次序如表 4 所示, 得到的随机网络的度分布如图 4

所示.

从图 4 可以看出, 随机选择的 20 个初始网络对应的邻接矩阵的 Kronecker 和运算得到的邻接矩

阵对应网络的度分布呈钟形的正态分布, 这验证了有限个正态分布的线性组合仍是正态分布, 也验证

了通过多个简单初始网络对应的邻接矩阵的 Kronecker 和运算可以得到随机网络.
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6 结论

本文研究了基于矩阵运算的两个复杂网络构建方法 —— 自相似网络与随机网络. 基于一个简单

初始网络邻接矩阵的迭代 Kronecker 积运算可以得到自相似网络, 其自相似特性源于分形矩阵形式的

邻接矩阵, 对连通且非二分图形式的初始网络, 得到的自相似网络同时具有小世界特性, 而且通过与

经典的 Koch 雪花对比, 进一步阐述了所构建的自相似网络的性质. 同时提出了准自相似网络与泛自

相似网络的概念. 基于多个简单初始网络邻接矩阵的 Kronecker 和运算可以得到随机网络, 其随机特

性源于有限个正态分布的线性组合. 此外, 借助度分布多项式可以从理论上严格计算出基于矩阵运算

所构建的复杂网络的度分布, 并可对复杂网络的数量及扰动与稳定做出量化的分析. 后续研究的重点

在于结合实际网络的特点分析所提出的复杂网络构建方法得到的复杂网络各项特性,并应用稳定性理

论等工具与方法进行深入的分析研究.
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Complex network construction based on matrix operation
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Abstract In this study, we explore complex networks from the perspective of an adjacency matrix and in-

vestigate approaches for constructing these networks based on the Kronecker product and Kronecker sum. The

Kronecker product is iteratively applied to the adjacency matrix of a simple initial network; then, a Kronecker

product graph is obtained. It is a self-similar network with a fractal dimension no larger than 2. If the initial
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network is a connected and non-bipartite graph, the obtained complex network is also a small-world network, and

its diameter does not exceed twice that of the initial network. Furthermore, the Kronecker sum is sequentially

applied to the adjacency matrixes of multiple simple initial networks and then a Kronecker sum graph is obtained.

It is a random network, which has the degree distribution as a normal distribution. Finally, several properties of

approaches for constructing complex networks based on matrix operation are presented.

Keywords complex networks, matrix operations, self-similar network, fractal dimension, random network
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