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摘要 低功耗技术是当前研究热点, 尤其对于手持移动设备, 其重要性更为突出. 降低电压是降低

功耗最直接有效的方式之一, 传统 CMOS (complementary metal oxide semiconductor) 电路在低电压条

件下已无法正常工作, 而基于能量观点的 MRF (Markov random field) 电路在超低电压下却拥有 BER

(bit error rate) 超过 10−5 的良好稳定性, 从而引起学术界广泛关注, 但是缺少对 MRF 电路的电路稳

定性和其供电电压之间的理论研究.本文基于信息论的观点对 MRF电路进行了理论分析与证明,证

明出在输出正确概率相同的条件下, MRF电路的供电电压下界低于传统 CMOS电路,并且进一步证

明出其本质原因.本文的工作可以为后续基于 MRF的低功耗高稳定性电路设计提供理论基础.
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1 引言

随着科学技术的进步, 信息系统朝着更大的传输速率、更高的处理能力、更低的功率消耗等方向

发展 [1]. 因此, 如何大幅度地降低信息系统及电路的功耗已经成为信息技术研究的热点和亟待解决的

问题. 数字互补金属氧化物半导体 (complementary metal oxide semiconductor, CMOS) 电路在信息系

统占有重要的地位, CMOS 功率消耗包括动态功耗和静态功耗, 动态功耗占主要地位, 其公式如下

P = αCV 2f, (1)

其中, α 是翻转活动性, C 是总负载电容, f 是切换频率, V 是供电电压. 目前, 多数低功耗技术致力于

最小化负载电容、消除多余的翻转 [2]、降低电源电压 [3,4] . 由于电压和动态功耗成二次方关系, 因此

在以上低功耗的技术中, 低电压供电技术成为研究的热点; 同时, 低电压也会降低电路静态功耗. 因而

降电压在降低电路动态功耗和静态功耗上都是直接有效的技术路线.

低电压的研究开始于文献 [5], 对 CMOS 电路的近阈值操作进行建模, 并由此构建低电压供电分

析模型; 文献 [6] 对环形振荡器的低电压功耗和性能进行了研究; 文献 [7] 在降电压后对 CMOS 电路

特性进行了分析; 文献 [8] 提出了多电压供电的架构, 电压可以随着频率和操作改变. 然而, 随着电压

逐渐降低, 系统会表现出较为明显地不稳定和不可靠. 一方面由于供电电压的降低会造成噪声容限下
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降, 即电路抵抗噪声的能力下降 [9]; 另一方面由于芯片特征尺寸不断减小, CMOS 器件出现更多的本

征噪声 (intrinsic noise) 等由器件制造工艺带来的不确定性噪声. 因此, 低电压下的可靠性已成为集成

电路设计的关键性问题.

近几年来,各种研究致力于改善电路的可靠性问题.三模冗余 (triple modular redundant, TMR)在

一定程度上可以使电路性能得到提升 [10], 但是其结构会同时受本征噪声影响从而不能解决深亚微米

(deep submicron technologies, DSM) 下日益增加的随机噪声影响. 错误校正码 (error correction codes,

ECC) 从纠错编码的角度处理电路容错 [11], 但是由于现有研究没有清楚地得到本征噪声的有效分布

模型,从而不能选取有效编码码字. 文献 [4,12]可以在一定程度上解决超低电压下的可靠性问题,但其

供电电压只能降到 0.4 V.因此现有技术在解决超低电压供电的可靠性问题上都存在一定不足,从而成

为现有研究的瓶颈和关键性问题.

马尔可夫随机场论 (Markov random field, MRF )电路最早提出于文献 [13], 以其在超低供电电压

(Vdd = 0.1 ∼ 0.25 V) 下拥有误码率 (Bit error rate, BER) 优于 10−5 的良好稳定性引起了大家的广泛

关注. 接着文献 [14,15]对其进行了以反馈结构为核心的基本电路设计. MRF是从能量的观点,利用反

馈结构进行的电路构造, 它并不要求电路的每个结点在每个时刻都正确, 而是希望使电路正确的联合

概率最大, 从而实现电路的性能稳定可靠. 其不仅能够容忍本征噪声等一系列随机噪声并且可以在超

低电压下正常工作, 在大规模集成电路的低功耗设计中具有很大的研究前景. 在近几年的研究中, 文

献 [16∼18] 在 MRF 电路设计减小复杂度方面都做出了一定的贡献, 但是在理论层面对于其反馈结构

能够在超低电压下容错的本质原因至今未得到很好解释.

本文受近两年新理论反馈结构通信 (feedback communication) 的影响, 从信息论角度证明了反馈

结构对于通信具有容错增益 [19,20]. 因此通过等价模型的建立,利用信息论的观点对 MRF反馈结构进

行容错分析. 文献 [21] 从信息论角度出发, 给出了信道容量与供电电压之间的关系. 基于此, 借助于信

息论观点, 由 MRF 反馈结构出发, 与传统 CMOS 电路对比, 希望可以给出 MRF 电路能够在超低电

压下具有高容错的理论依据.

基于信息论的观点对 MRF电路的可靠性与其供电电压进行了理论分析与证明. 首先给出 4条引

理, 在输出正确概率相同的条件下, 以反相器为例, 分析和证明了 MRF 电路与传统 CMOS 电路信息

熵、条件熵、互信息以及互信息差异与概率不对称性的关系, 并且给出其物理意义. 然后基于这 4 条

引理, 采用信道容量的分析方法, 证明了在输出正确概率相同的条件下, MRF 电路供电电压可以小于

CMOS 电路, 并且进一步探讨出其本质原因. 得出结论: MRF 电路之所以优于传统 CMOS 的本质原

因在于, MRF 采用了概率具有不对称性电路结构实现传统 CMOS 电路的逻辑功能; 通过优化 MRF

电路的概率不对称性,可以使电路的性能更优. 因此,本文给出了 MRF电路结构可靠性的理论分析方

法, 可以为 MRF 电路设计提供理论支撑.

本文结构如下. 第 2 部分将简要介绍信息论的基本知识以及 MRF 电路设计的基本理论. 第 3 部

分是本文的主体, 基于信息论的观点对 MRF 电路的分析与证明. 第 4 部分是对全文的总结.

2 理论基础

2.1 信息论理论基础

2.1.1 信息熵

设 X = x0, x1, . . . , xL−1 为离散型随机变量, 其概率密度函数为 p(X) = Pr(X = x), 其熵定义为
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Source Encoder
Transmit

shaping

Physical

channel

Receive

shaping device

Decision
Decoder+

X 'X Y ˆ'X X̂

Noise

H(Y)H(X) H(X′)

图 1 典型通信系统的方框图表示

Figure 1 The block diagram of communication system

H(X) = −
L−1∑
i=0

p(xi) log p(xi), (2)

其中对数 log 所用的底数为 2, 熵的单位用比特表示. 熵是随机变量不确定性的度量, 也是平均意义上

描述随机变量所需的信息量的度量 [22].

将二元离散随机变量的熵函数定义为 H(p) 函数, 如式 (3) 所示.

H(X) = −p log p− (1− p) log(1− p)
def
= H(p), (3)

其中 H(p) 为一凹函数, 且严格上凸. H(p) 函数在 p = 0.5 处达到最大值 1, 在 p = 0 或 1 处达到最小

值 0.

2.1.2 互信息

设两个离散随机变量 X = x0, x1, . . . , xL−1, Y = y0, y1, . . . , yL−1, 它们的联合概率密度函数为

p(x, y), 则其互信息定义为

I(X;Y ) =
∑
y∈Y

∑
x∈X

p(x, y) log
p(x |y )
p(x)

. (4)

互信息表征的是一个随机变量包含另一个随机变量信息量的度量,它是在给定另一随机变量的条

件下, 原随机变量不确定度的缩减量 [22].

由式 (2) 对式 (4) 进行变形得

I(X;Y ) = H(X)−H(X |Y ) = H(Y )−H(Y |X ), (5)

其中条件熵为

H(X |Y ) = −
∑
y∈Y

∑
x∈X

p(x, y) log p(x |y ). (6)

由式 (5) 知, 互信息 I(X;Y ) 是在给定 Y 信息的条件下 X 的不确定度的缩减量, 也可以理解为

互信息 I(X;Y ) 是在给定 X 信息的条件下 Y 的不确定度的缩减量. 而条件熵表征的是在给定另一随

机变量的条件下, 原随机变量不确定度的残余量 [22].

2.1.3 信道容量

典型的离散通信系统如图 1所示, 该系统由输入 X、输出 Y、编码器、译码器以及物理信道构成,

其等价图如图 2 所示, 其中噪声为信道噪声. 在等价分析中, 将信息系统或其模块电路等效为变换 Γ ,

电路中的噪声等价于信道噪声, 从而可以将通信系统中信息论观点应用于电路系统中.

406



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 3 期
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图 2 通信系统的等价变换 Γ

Figure 2 Equivalent transformation Γ of communication system

文献 [21] 定义的每用信道容量为

Cu = max
∀p(x)

I(X;Y ), (7)

其最大值取自于所有可能的输入分布. 信道容量定义为

C = Cufc, (8)

其中对于 CMOS 电路而言 [21]

fc =
km(Vdd − Vt)

2

VddCL
, (9)

km 为 NMOS/PMOS 的跨导, Vdd 为供电电压, Vt 为阈值电压, CL 为负载电容. 由式 (9) 可知, 信道速

率 fc 在电路中与电路特性息息相关, 其与供电电压 Vdd 成正比, 与负载电容 CL 成反比.

2.2 MRF 电路

Markov 随机电路是基于 MRF 形成的数字电路结构 [13]. 它利用能量的观点去构建电路, 能够在

超低供电电压 (Vdd = 0.1 ∼ 0.25 V)条件下拥有良好的电路稳定性. 例如MRF电路结构构造的 CMOS

反相器, Vdd = 0.25 V 时, 其误码率超过 10−5. MRF 电路的主要设计思想是, 它不要求其电路中的每

个结点在每个时刻都处于正确状态, 而是要求电路各节点处于正确状态的联合概率最大化, 从而保障

电路获得最好的稳定性能. MRF 的电路设计的核心步骤如下所示

• 多级的布尔逻辑到 MRF 网络的映射. 由 Hammersley-Clifford 定律, 将电路中的联合概率转化到

MRF 中的簇能量 [15].

• MRF 网络到 MRF 基本单元的映射. 其核心思想是设计簇能量 Uc, 要求保证正确状态的簇能量

小于错误状态的簇能量.

下文将以 MRF 的反相器为例简要说明 MRF 电路的设计步骤. 由表 1 可得反相器簇能量为

Uc(x, y) = −(x̄y + xȳ). 其电路图如图 3 所示 [14].

文献 [14] 在 Berkeley 70 nm 工艺 0.15 V 超低电压供电下对 MRF 反相器进行测试, 结果显示其

具有较好的容错效果.其能够很好地在低电压条件下工作,解决了传统 CMOS超低电压供电条件下无

法可靠工作的问题.

但是目前对于 MRF 电路的研究缺少系统的理论证明. 现有的文献也仅给出了簇能量表达式, 电

路以及仿真结果 [14,15], 缺少从簇能量到电路映射的理论基础. 基于此, 本论文旨在用信息论的观点对

现提出的 MRF 电路进行分析, 给出其电路可靠性的理论证明.
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表 1 反相器电路的所有输出及其簇能量

Table 1 Output and the clique energy for inverter

Input x Output y State Uc(x, y) = −(x̄y + xȳ)

0 0 False 0

0 1 True −1

1 0 True −1

1 1 False 0

x x yy-

x·y

x·y

-

-

-

x

x

f Main part

Feedback part

yinv

图 3 MRF 反相器结构

Figure 3 Structure of MRF inverter

图 4 MRF 反相器分析结构

Figure 4 Analysis model of MRF inverter

3 基于信息论对 MRF 电路的分析

3.1 基本模型

本小节采用文献 [23] 中的 CMOS 概率模型对电路进行分析. 不失一般性, 以 MRF 反相器为例,

分析如下.

传统 CMOS反相器, 令 p0 为输入 0 的条件下输出正确的概率, p1 为输入 1 的条件下输出正确的

概率, 即

p0 = p(Vout = 1 |Vin = 0)inv,

p1 = p(Vout = 0 |Vin = 1)inv.
(10)

由 CMOS 反相器概率模型 [23] 中的对称性 (输出比特 0 和 1 的概率相等即为对称), 得

p0 = p1 = p, (11)

其中, p ∈ [0, 1] 为反相器输出正确的概率. 以输入 0 为例, 由 CMOS 反相器特性可知, 当输入端比特 0

受到干扰为 1 时, 将输出 0, 从而发生错误. 基于此, 文献 [14] 提出了 MRF 反相器结构如图 3, 其简化

结构如图 4 所示. 本文以图 4 对 MRF 反相器进行分析, 它分为主模块与反馈模块. 其两部分的输入

输出的真值表如表 2 所示, 显然其输入 x 与输出 y 实现了反相器功能, 且在正确的情况下, 反馈端口

与输入端口的比特值是相等的.
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表 2 MRF 反相器的真值表

Table 2 Truth table of MRF-based inverter

Truth table Value of input Value of output

x f

NAND-based inverter
0 0 1

1 1 0

同样以输入比特 0 为例. 由图 4 可知, 当输入端比特 0 受干扰时, 其输出仍以很大概率取到正确

值, 由此可预见 MRF 反相器性能优于传统反相器. 下文将以信息论的观点从理论上证明此结论.

MRF 反相器, 令 px ∈ [0, 1] 为输入端正确的概率, pf ∈ [0, 1] 为反馈端输入正确的概率. 故

p0
∗ = p(Vout = 1 |Vx = 0)NAND = px + pf − px · pf ,

p1
∗ = p(Vout = 0 |Vx = 1)NAND = px · pf ,

(12)

其中 p0
∗ 为输入为 0 的条件下输出正确的概率, p1

∗ 为输入为 1 的条件下输出正确的概率.

由式 (12) 得到

p0
∗ > p1

∗. (13)

又由反相器特性

p| correct = p(x = 1) · p(y = 0|x = 1) + p(x = 0) · p(y = 1|x = 0). (14)

得到 CMOS 反相器与 MRF 反相器输出正确的概率为

pCMOS = p, pMRF =
1

2
(p0

∗ + p1
∗), (15)

其中假设输入比特取 0 和 1 为等概, 如 Bernoulli 序列.

3.2 基于信息论对 MRF 反相器的分析

基于上一节的基本模型, 本文着重于在相同可靠性 (输出正确概率) 的条件下, 比较 MRF 电路与

传统 CMOS 电路供电电压下界之间的关系. 即两者输出正确的概率满足如下关系

p =
1

2
(p0

∗ + p1
∗). (16)

下文首先给出了 4 条关于 MRF 电路与传统电路之间的信息熵、条件熵、互信息以及互信息差异

与概率的不对称性关系的引理, 并给出相关证明. 基于这 4 条引理, 我们证明电路供电电压下界与电

路可靠性之间的关系,且通过分析发现, MRF电路与传统电路之间供电电压存在差异的本质原因在于

MRF 结构的概率不对称性更优.

引理 1 在输出正确概率相同的条件下, 输出信息熵的关系为

H(YCMOS) > H(YMRF), (17)

其中假设两者具有相同的输入 X.

证明 假设输入为 Bernoulli 分布序列, 如表 3 所示.

409



李晓倩等: 基于信息论的高容错 MRF 电路的供电电压分析

表 3 输入输出的概率分布

Table 3 Input and output probability distribution

Probability 0 1

p(X) 1
2

1
2

p(YCMOS)
1
2

1
2

p(YMRF)
1
2
− 1

2
(p∗0 − p∗1)

1
2
− 1

2
(p∗1 − p∗0)

表 4 联合概率分布

Table 4 The joint probability distribution

(X,Y ) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

p(X,Y )CMOS
1
2
(1− p) 1

2
p 1

2
p 1

2
(1− p)

p(X,Y )MRF
1
2
(1− p∗0)

1
2
p∗0

1
2
p∗1

1
2
(1− p∗1)

由全概率公式

p(y = 0) = p(x = 1) · p(y = 0|x = 1) + p(x = 0) · p(y = 0|x = 0),

p(y = 1) = p(x = 1) · p(y = 1|x = 1) + p(x = 0) · p(y = 1|x = 0),
(18)

得到输出的概率分布如表 3 所示.

由式 (13) 得

p(y = 1)MRF > 1

2
, p(y = 0)MRF 6 1

2
. (19)

由于 H(p) 函数为一凹函数, 且 H(p) 函数在 p = 0.5 处达到最大值 1, 在 p = 0 或 1 处达到最小

值 0. 因此 H(YCMOS) 6 1, H(YMRF) = 1, 即 H(YCMOS) > H(YMRF). 证毕.

引理 1 说明了在相同的输入、相同的输出正确概率条件下, CMOS 反相器输出的不确定度大于

MRF 反相器, 即说明与传统 CMOS 相比, MRF 电路可以减少一定的不确定度.

引理 2 在输出正确概率相同的条件下, 条件熵的关系为

H(YCMOS |X ) > H(YMRF |X ). (20)

其中假设两者具有相同的输入 X.

证明 由表 3 、式 (10) 以及式 (12) 可得其联合概率分布, 如表 4 所示.

由其联合概率, 得到条件熵

H(YCMOS |X ) = H(p),

H(YMRF |X ) =
1

2
H(p0

∗) +
1

2
H(p1

∗),
(21)

其中 H(p), H(p0
∗), H(p1

∗) 来源于式 (3).

由于 H(p) 函数为一凹函数, 且严格上凸, 即

H[αp0
∗ + (1− α)p1

∗] > αH(p0
∗) + (1− α)H(p1

∗). (22)

因此由式 (16) , 当 α = 1
2 , 有 H(p) > 1

2H(p0
∗) + 1

2H(p1
∗). 证毕.

410



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 3 期

引理 2 说明了在相同的输入不确定度条件下, CMOS 反相器在已知 X 的条件下, Y 不确定度的

残余量大于 MRF 反相器, 即与传统 CMOS 相比, MRF 电路可以减少一定的不确定度.

引理 3 在输出正确概率相同的条件下, 互信息的关系为

I(X;YCMOS) 6 I(X;YMRF), (23)

其中假设两者具有相同的输入 X.

证明 其证明过程见附录 A.

引理 3 说明了在相同的输入不确定度条件下, CMOS 结构在已知 X 的条件下, Y 不确定度的减

少量小于 MRF 结构.

引理 4 在输出正确概率相同的条件下, 设 p1
∗ = αp0

∗ (α ∈ [0, 1]), 则互信息比值 G随着 α 单调

递增. 其中, 两者具有相同的输入 X 且 G = I(X;YCMOS)
I(X;YMRF)

∈ (0, 1].

证明 其证明过程见附录 B.

定理 1 在输出正确概率相同, 且信道容量与负载电容相同的条件下, MRF 电路与传统电路供

电电压下界的关系

Vdd−CMOS > Vdd−MRF. (24)

证明 当两者信道容量相同时, 由式 (8) 和引理 3 可得

fc−CMOS > fc−MRF. (25)

当负载电容一样时, 由式 (9) 可得

km(Vdd−CMOS − Vt)
2

Vdd−CMOSCL
> km(Vdd−MRF − Vt)

2

Vdd−MRFCL
. (26)

解之得 Vdd−CMOS > Vdd−MRF. 证毕.

定理 2 在输出正确概率相同,信道容量与负载电容相同的条件下, 设 p1
∗ = αp0

∗ (α ∈ [0, 1]), 则

供电电压比值 ∆V 随 α 单调递减. 其中, 两者具有相同的输入 X 且 ∆V = Vdd−CMOS

Vdd−MRF
> 1.

证明 由定理 1 知 Vdd−CMOS > Vdd−MRF, 因此 ∆V > 1. 又引理 4 已证 G 随着 α 单调递增, 因

此当信道容量相同时, 由式 (8) 和引理 3 得

fc−CMOS

fc−MRF
> 1, (27)

且比值随 α 单调递减. 当负载电容相同时, 由式 (9) 得, 供电电压比值 ∆V 随 α 单调递减, 其中

∆V = Vdd−CMOS

Vdd−MRF
> 1.

α 表征了结构的输出正确概率的不对称性, α 越小其不对称性越大 (α ∈ [0, 1]), 此时供电电压的

比值与 1 的差距越小, 即供电电压比值 ∆V 随不对称性 α 单调递减. 证毕.

由定理 2 可以得出结论: MRF 反相器电路之所以优于传统 CMOS 反相器的本质原因在于, 其用

了概率具有不对称性 (输出比特 0 和 1 的正确概率分布) 的与非门实现反相器功能, 且通过优化不对

称性, 可以使电路的性能更优.

用 MATLAB 进行电路仿真实验. 以 p0
∗ = 0.8 为例, 作互信息 I(X;Y ) 和 ∆V (∆V = Vdd−CMOS

Vdd−MRF
)

分别与概率不对称性 α 的关系曲线图, 如图 5 和 6 所示.

由图 5 和 6 可知, I(X;YCMOS) 6 I(X;YMRF), ∆V > 1 且 ∆V 随着概率不对称性 α 单调递减趋

于 1 . 不失一般性, 对 p0
∗ ∈ [0.5, 1] 进行仿真测试, 其结果与引理 3 和 4 及定理 1 和 2 的结论一致.

本文的方法同样可用于其他 MRF 电路或模块的可靠性与电压供电电压下界分析。
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图 5 I(X;Y ) 与 α 关系图

Figure 5 Relationship between I(X;Y ) and α

图 6 ∆V 与 α 关系图

Figure 6 Relationship between ∆V and α

4 总结

本文基于信息论的观点对 MRF 电路进行了理论分析与证明, 证明出其在相同可靠性的条件下,

MRF 电路的供电电压下界小于传统 CMOS 电路, 并且进一步证明出其本质原因在于输出比特 0 和

1 的正确概率不对称性上. 得出结论, MRF 电路之所以优于传统 CMOS 电路的本质原因在于, 它用

了概率具有不对称性的与非门实现反相器功能, 且通过优化其不对称性, 可以使电路的性能更优. 本

文从理论上分析, 给出了 MRF 电路相比传统电路能在更低电压下工作的原因, 并证明了概率具有不

对称性是 MRF 电路优化的一个重要方向, 为之后基于 MRF 的低功耗高稳定性电路设计提供了理论

基础.
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附录 A

引理 3 在输出正确概率相同的条件下, 互信息的关系为

I(X;YCMOS) 6 I(X;YMRF),

其中假设两者具有相同的输入 X.

证明 由式 (5) 和 (21) 得到

I(X;YCMOS) = 1−H(p) = 1−H

[
1

2
(p0

∗ + p1
∗)

]
, (A1)

I(X;YMRF) = H

[
1

2
−

1

2
(p1

∗ − p0
∗)

]
−

[
1

2
H(p0

∗) +
1

2
H(p1

∗)

]
. (A2)

作辅助函数

F (p0
∗, p1

∗) = I(X;YCMOS)− I(X;YMRF). (A3)

对 F 求偏导求可能的极值点

∂F

∂p0∗
=

1

2
log2

[ 1
2
(p0∗ + p1∗)

1− 1
2
(p0∗ + p1∗)

]
+

1

2
log2

[
1/2 + 1/2(p0∗ − p1∗)

1/2− 1/2(p0∗ − p1∗)
·
1− p0∗

p0∗

]
= 0, (A4)

∂F

∂p1∗
=

1

2
log2

[ 1
2
(p0∗ + p1∗)

1− 1
2
(p0∗ + p1∗)

]
+

1

2
log2

[
1/2− 1/2(p0∗ − p1∗)

1/2 + 1/2(p0∗ − p1∗)
·
1− p1∗

p1∗

]
= 0. (A5)

解之得 p0∗ + p1∗ = 1 或 p0∗ = p1∗. 此时 F = 0.
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对辅助函数在驻点 (p0∗, 1− p0∗) 处利用 Taylor 展开判断其极值性

∆F = F (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)− F (p0∗, 1− p0∗)

= 1
2
[Fp0∗p0∗ (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)h2 + 2Fp0∗p1∗ (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)hk

+ Fp1∗p1∗ (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)k2].

(A6)

令
∂2F (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)

∂p0∗2
= A+ α, (A7)

∂2F (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)

∂p0∗∂p1∗
= B + β, (A8)

∂2F (p0∗ + h, 1− p0∗ + k)

∂p1∗2
= C + γ, (A9)

其中 α, β, γ 是当 h → 0, k → 0 时的无穷小量. 则有

∆F =
1

2
[Ah2 + 2Bhk + Ck2] +

1

2
[αh2 + 2βhk + γk2]. (A10)

由于 A = B = C = 1
In2

[1− 1
4p0∗ − 1

4(1−p0∗) ] 6 0 且 AC −B2 = 0 . 则 ∆F = 1
A
(Ah+Bk)2 + o(ρ2), 因此 ∆F 的正

负号仅取决于 A.

由于 A 6 0, 当 A = 0 时, p0∗ = p1∗ = p = 0.5. 当 A < 0 时, ∆F < 0, 故 F 在点 (p0∗, 1 − p0∗) 取极大

值 0. 同理可证 F 在点 (p0∗, p0∗) 取极大值 0. 通过 MATLAB 仿真验证了其正确性, 且此极大值为最大值, 故有

I(X;YCMOS) 6 I(X;YMRF). 证毕.

附录 B

引理 4 在输出正确概率相同的条件下, 设 p1∗ = αp0∗ (α ∈ [0, 1]), 则互信息比值 G 随着 α 单调递增. 其中, 两者

具有相同的输入 X 且 G =
I(X;YCMOS)
I(X;YMRF)

∈ (0, 1].

证明 令 A = I(X;YCMOS), B = I(X;YMRF), 则 G = A
B
. 由引理 3 已知 I(X;YCMOS) 6 I(X;YMRF), 因此

G ∈ (0, 1].

考虑 G 的偏导函数求可能的极值点
∂G

∂α
=

∂A
∂α

B − ∂B
∂α

A

B2
= 0, (B1)

∂G

∂p0∗
=

∂A
∂p0∗ B − ∂B

∂p0∗ A

B2
= 0. (B2)

其中

A = I(X;YCMOS) = 1 +
1

2
p0

∗(1 + α)log2

[
1

2
p0

∗(1 + α)

]
+

[
1−

1

2
p0

∗(1 + α)

]
log2

[
1−

1

2
p0

∗(1 + α)

]
,

B = I(X;YMRF) = −
[
1

2
−

1

2
p0

∗(1− α)

]
log2

[
1

2
−

1

2
p0

∗(1− α)

]
−

[
1

2
+

1

2
p0

∗(1− α)

]
log2

[
1

2
+

1

2
p0

∗(1− α)

]
+

1

2
[p0

∗log2(p0
∗) + (1− p0

∗)log2(1− p0
∗) + αp0

∗log2(αp0
∗) + (1− αp0

∗)log2(1− αp0
∗)],

∂A

∂α
=

1

2
p0

∗log2

( 1
2
p0∗(1 + α)

1− 1
2
p0∗(1 + α)

)
,

∂B

∂α
=

1

2
p0

∗log2

( 1
2
+ 1

2
p0∗(1− α)

1
2
− 1

2
p0∗(1 + α)

·
αp0∗

1− αp0∗

)
,

∂A

∂p0∗
=

1 + α

2
log2

( 1+α
2

p0∗

1− 1+α
2

p0∗

)
,

∂B

∂p0∗
=

1− α

2
log2

( 1
2
− 1

2
p0∗(1− α)

1
2
+ 1

2
p0∗(1− α)

) +
1

2
log2

(
p0∗

1− p0∗

)
+

α

2
log2(

αp0∗

1− αp0∗

)
.
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解之得 α = 1, 由于分母 B ̸= 0, 因此在 α = 1 时, 要求 p1∗ = p0∗ ̸= 0.5. 故 α = 1 的点可能是 F 的极值点, 此时

F = 1. 由引理 3 已知 F = 1 为其极大值, 故 α = 1 的点为极大值点.

令 g = ∂A
∂α

B − ∂B
∂α

A, 分析 g 与 α 的关系 (p0∗ 视为常数). 对 g 关于 α 求偏导得驻点

∂g

∂α
=

∂2A

∂α2
B −

∂2B

∂α2
A = 0. (B3)

其中

∂2A

∂α2
=

1

4In2
p0

∗2
[

1

0.5(1 + α)p0∗
+

1

1− 0.5(1 + α)p0∗

]
,

∂2B

∂α2
= −

1

4In2
p0

∗2
[

1

0.5− 0.5p0∗(1− α)
+

1

0.5 + 0.5(1− α)p0∗

]
+

1

2In2
p0

∗2
[

1

∂p0∗
+

1

1− αp0∗

]
.

解之得 (1 + α)p0∗ = 1 或 α = 1 ((1 + α)p0∗ = 1 处 B = 0, 无意义, 故舍去). 即 α = 1 (p0∗ ̸= 0.5) 的点可能是 g 的

极值点, 此时 g = 0.

再对 g 进行二次求导进行判断,

∂2g

∂α2
=

∂3A

∂α3
B −

∂3B

∂α3
A+

∂2A

∂α2
B −

∂2B

∂α2
A. (B4)

由于在 α = 1 处, ∂2g
∂α2 ̸= 0, 故驻点 α = 1 是函数 g 的极值点. 再由特值 g|(p0∗ = 0.8, α = 0.99) > 0 得到 g 在点

α = 1 取到极小值 0. 且仿真验证了其正确性, 并且极小值为最小值, 即 gmin = 0.

故 g > 0. 由 g = ∂A
∂α

B − ∂B
∂α

A, B > 0 (B = 0 的点舍去) 得 ∂G
∂α

> 0. 由于 α 表征了结构输出正确概率的不对称性,

α 越小其不对称性越大 (α ∈ [0, 1]), 此时互信息的比值与 1 的差距越大, 因此得证互信息比值 G 随不对称性 α 单调递

增. 证毕.

Supply voltage analysis for high fault immune MRF circuits with

information theory

Xiaoqian LI*, Jianhao HU* & Yan LI

National Key Laboratory of Communication, University of Electronic Science and Technology of China, Chengdu

611731, China

*E-mail: lixq email@163.com, jhhu@uestc.edu.cn

Abstract Low-power technology is one of the key issues for digital circuit design, especially for battery-operated,

portable systems. Decreasing the supply voltage is one of the most efficient ways to reduce energy consumption.

However, traditional CMOS devices cannot perform stably in ultra-low supply voltage applications. MRF based

circuits can provide over 10−5 BER performance in ultra-low supply environment, which is much better than tra-

ditional CMOS circuits. However, there lacks theoretical work focusing on the analysis for reliability and supply

voltage in MRF circuits, which becomes a bottleneck in MRF-based VLSI design. In this paper, we analyze MRF

circuit based on information theory. We not only prove that the MRF circuits have lower supply voltage than

that of traditional circuits, but also give a reasonable explanation for this situation. The work in this paper can

provide theory support for MRF-based low power and high reliable circuits design.

Keywords information theory, MRF, low-power technology, supply voltage, stability
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