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摘要 Artin-Mazur Zeta 函数和拓扑熵是符号动力学中的两大重要工具: Artin-Mazur Zeta 函数包含

移位系统中不同周期序列的数目信息; 拓扑熵反映了符号动力系统中序列的增长率信息. 本文以矩

阵的半张量积作为工具, 在符号动力学框架下, 研究了高阶逻辑 (控制) 系统的拓扑结构. 首先证明

了 k 阶逻辑控制系统的状态空间轨迹集合是 k 步有限型移位系统, 然后用 Artin-Mazur Zeta 函数来

研究高阶 Boolean 网络的极限环个数, 利用移位系统的拓扑熵得到高阶 Boolean 控制网络的相关信

息.本文的主要贡献是建立了高阶逻辑动态系统和有限型移位系统的一一对应.

关键词 高阶 Boolean控制网络 半张量积 符号动力学 Artin-Mazur Zeta函数 拓扑熵

1 引言

现实世界中的系统主要分为两种: 一种是基于数量关系建立起来的系统, 比如牛顿力学定律中天

体运动的动力学方程、电压电流的变化方程等, 这类系统一般都可以用常微分方程、偏微分方程、差

分方程等数学工具来描述; 另一种是基于逻辑的系统, 比如在经济学领域里公司之间的经济决策、对

弈棋手之间的博弈等, 在这类模型中都要考虑到参与人的逻辑决策. 目前研究比较多的是基于数量关

系的系统, 这是因为我们有大量成熟的数学工具可以使用.

系统生物学是近几年的研究热点,关于基因调控网络的研究模型比较多. 文献 [1,2]用微分方程作

为模型, 其中文献 [2] 利用自治微分方程作为模型研究了基因调节. 另一方面, Kauffman 在文献 [3, 4]

中指出采用 Boolean 网络模型研究基因调控网络是比较合理的. N-K Boolean 网络最初由 Kauffman

提出后, 被用来描述刻画基因调控网络, 成为了系统生物学里的研究热点 [5∼7], 同时也引起其他研究

领域的兴趣. Boolean 网络是一类最简单的逻辑系统, 它的状态变量都只能取值 0 或 1, 各个状态变量

之间通过 Boolean 函数相互作用. 其动态演化方程如下:
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x1(t+ 1) = f1(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

(1)

其中 xi(t) ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n是 Boolean网络的 n个结点在 t时刻的状态, fi(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),

i = 1, 2, . . . , n 是 n 元 Boolean 函数.

对 Boolean 网络的研究, 国内外学者提出了许多不同的方法. 根据系统生物学中细胞和基因所

处环境的时刻变化具有随机性, 文献 [5] 采用 Bayes 方法从概率角度研究了基因调控网络的性质, 对

基因网络的控制以及如何构造描述细胞和基因演化规律的数学模型. 对于确定性 Boolean 网络, 从

Boolean网络的状态方程出发,可以得到它的所有不动点和极限环 [8∼10] 等拓扑性质. 但是已知网络的

不动点和极限环, 并不能唯一确定所对应的 Boolean 网络. 文献 [11, 12] 研究了如何从不动点和极限

环得到与之相容的一组布尔网络. 为了能从实验数据辨识出 Boolean 网络, 文献 [13] 研究了能辨识出

网络模型所需要的输入输出数据对的上限和下限.文献 [14]利用网络结点之间的关联矩阵给出了一种

推导化学反应网络的统计方法. 文献 [15] 给出了一种 REVEAL 算法, 从网络状态的转移表格来辨识

Boolean网络. 文献 [11]改进了 REVEAL算法,并证明辨识出一个有 n个结点的 Boolean网络需要有

O(log n) 组输入输出数据.

程代展在文献 [16] 中提出了矩阵的半张量积这一数学工具, 利用矩阵的半张量积, Boolean 网络

被转化成线性离散系统, 通过对线性离散系统的研究得到了有关逻辑网络的拓扑结构 [9, 10] 和相关控

制问题 [17, 18], 这一方法称为逻辑系统的状态空间方法. 后来用状态空间方法研究逻辑系统被国内外

学者广泛引用, 得到了一大批具有重要价值的结果, 形成了状态空间框架下的逻辑系统控制理论. 文

献 [19∼21] 分别从不同角度研究了 Boolean 网络系统的能控性、能观性问题. Boolean 控制网络的最

优控制问题在文献 [22,23]中进行了研究.文献 [24]定义了奇异 Boolean网络系统,并在状态空间框架

下进行了研究. 文献 [25,26] 研究了随机 Boolean 控制网络的稳定性与能控性.

高阶 Boolean 控制网络又称时滞 Boolean 控制网络, 具有很强的应用背景. 文献 [27] 提出了由简

单的囚徒困境问题衍生出的人和机器的博弈问题, 设某一时刻人和机器的状态是 0 或者 1, 而机器的

策略选择具有 k 步内的人和机器的状态. 设 {x(0), x(1), . . .} 表示机器的策略, {y(0), y(1), . . .} 表示参
与人的策略, 则机器的策略可以描述为

x(t+ 1) = fm(x(t− k + 1), y(t− k + 1), . . . , x(t), y(t)). (2)

文献 [27] 证明了人的最优策略可表示为具有 k 步记忆的 fh, 即

y(t+ 1) = fh(x(t− k + 1), y(t− k + 1), . . . , x(t), y(t)). (3)

在这个模型中, 得到了参与人与机器博弈中各自策略的选择过程.x(t+ 1) = fm(x(t− k + 1), y(t− k + 1), . . . , x(t), y(t)),

y(t+ 1) = fh(x(t− k + 1), y(t− k + 1), . . . , x(t), y(t)),
(4)

系统 (4) 就是一个 k 阶 Boolean 网络.
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文献 [28]利用高阶 Boolean网络的代数形式,从代数角度研究了高阶 Boolean网络的极限环性质.

高阶 Boolean 网络由于具有时滞, 使得其状态变化具有自身的复杂性, 不能通过简单的套用 Boolean

网络的状态空间方法 [28] 来研究它的极限环等拓扑性质. 文献 [29∼31]讨论了带有状态时滞的 Boolean

控制网络的相关能控性. 文献 [32] 利用符号动力学的 Artin-Mazur Zeta 和拓扑熵研究了 Boolean 网

络的极限环个数和 Boolean 控制网络的拓扑熵.

受此启发,本文用符号动力学的方法研究更具有一般性的高阶 Boolean控制网络的极限环结构以

及拓扑熵问题. 我们的研究推广了文献 [32] 的结果, 证明了任意一个 k 阶 Boolean 控制网络都是 k 步

有限型移位系统. 我们用 Artin-Mazur Zeta 函数研究高阶 Boolean 网络的极限环个数, 利用拓扑熵得

到高阶 Boolean 控制网络的相关信息.

本文安排如下: 第 2 节简要介绍用到的主要工具矩阵的半张量积和相关工作. 第 3 节给出高阶

Boolean 控制网络的矩阵表示. 在第 4 节建立高阶逻辑系统与有限型移位系统的对应, 并证明了 k 阶

逻辑系统是 k 步有限型移位系统,得到高阶逻辑系统的 Zeta函数,从 Zeta函数计算得到高阶 Boolean

网络极限环个数. 第 5 节简要介绍了高阶 Boolean 控制网络的拓扑熵计算. 最后一节是一些总结.

2 准备工作

为叙述方便, 本文用到的基本符号列表如下:

• D = {0 ∼ F, 1 ∼ T};
• 1k := (1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

k

)T;

• δin 是单位矩阵 In 的第 i 列;

• ∆n := {δin|i = 1, . . . , n}, ∆ := ∆2;

• 矩阵 L ∈ Mn×r 称为逻辑矩阵, 其中 Col(L) ⊂ ∆n, 全体 n× r 逻辑矩阵的集合为 Ln×r; 逻辑矩阵

L = [δi1n , δi2n , . . . , δirn ] 记为 L = δn[i1, i2, . . . , ir];

• 矩阵 B ∈ Mn×r 称为 Boolean 矩阵, 其中 bij ∈ D, 全体 n× r Boolean 矩阵的集合为 Bn×r;

• 设矩阵 A = (aij) ∈ Bm×n, B = (bij) ∈ Bm×n, 定义 A ∨B = (aij ∨ bij).

本文将逻辑变量的取值与向量建立对应, 在不引起混淆的情况下, 1 ∼ δ12 , 0 ∼ δ22 , D ∼ ∆.

2.1 矩阵的半张量积

本文用到的主要数学工具是文献 [16] 中提出的矩阵半张量积. 本文所指的 “半张量积” 是指左半

张量积. 这一部分简单回顾半张量积的定义和主要性质, 主要介绍逻辑的矩阵表示, 并给出相关结果

和表述记号.

定义 1 [16] 1. 设 X 是 np维行向量, Y 是 p维列向量. 将 X 等分成 p块 X1, . . . , Xp (均是 1×n

维). 向量 X 和向量 Y 的半张量积 (STP) 定义为X n Y =
∑p

i=1 X
iyi ∈ Rn,

Y T nXT =
∑p

i=1 yi(X
i)T ∈ Rn.

(5)

2. 设 A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q. 如果 n 是 p 的因子, 即 nt = p, 记为 A ≺t B, 或 p 是 n 的因子, 即

n = pt, 记为 A ≻t B, 则定义矩阵 A 和 B 的半张量积为 C = A n B, 其中 C 包含 m × q 子块. 记
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C = (Cij),

Cij = Ai nBj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q,

其中 Ai 是 A 的第 i 行, Bj 是 B 的第 j 列.

注 1 如果 A ∈ Mm×s, B ∈ Ms×n, 传统的矩阵乘积 AB 是存在的, 并且

AB = AnB.

因此, 矩阵的半张量积是传统矩阵乘积的推广. 基于此, 在本文中矩阵的半张量积符号“n”通常省略.

如果两个矩阵的乘积存在, 矩阵的半张量积自然转化为传统的矩阵乘积. 更多关于矩阵半张量积的结

果可参看文献 [16].

利用矩阵的半张量积, 将高阶逻辑动态系统转化为代数形式, 下述引理起了关键作用.

引理 1 [16, 18] (1) 设 x1, . . . , xn ∈ D 是 n 个逻辑变量, f(x1, . . . , xn) 是一个逻辑函数. 则存在唯

一的矩阵 Mf ∈ L2×2n , 使得

f(x1, . . . , xn) = Mf nn
i=1 xi, xi ∈ ∆. (6)

式 (6) 称为是逻辑函数 f 的代数形式.

(2) 设 p ∈ ∆. 则 p2 = Mrp, 其中 Mr = δ4
[1,4] 称为降幂矩阵.

(3) 设 x = nk
i=1xi ∈ ∆2k , 则 x2 = Φkx , 其中 Φk =

∏k
i=1

(
I2 i−1 ⊗

[(
I2 ⊗W[2 ,2 k−i ]

)
Mr

])
是向量

x ∈ ∆2k 的降幂矩阵.

(4) 设 Ed := δ2[1 2 1 2]. 对任意的向量 X,Y ∈ ∆,

EdXY = Y, EdW[2]XY = X. (7)

利用逻辑变量的向量形式和逻辑算子的矩阵形式, 上述引理一个 n 元逻辑算子 L 可以用它的结

构矩阵 ML ∈ L2×2n 表示. 在此基础上, 逻辑算子对逻辑变量的作用就变为结构矩阵与逻辑变量的作

用. 可以参看文献 [16, 18,33] 了解更多细节.

2.2 符号动力学

关于符号动力学介绍比较好的有文献 [34∼36]. 本小节简要介绍符号动力学的基本概念,一个有限

集 A称为字母表,集合 A中元素称为字母. 比如实数十进制表示所用的字母表就是 A = {0, 1, . . . , 9}.
设 F 是由 A 中元素构成的字符串集合. 记 XF 为 A 字母构成的不包含 F 中字符串的右侧无穷字符
序列.

设 x = x0x1x2 · · · 为 XF 中的一个字符串, 移位映射 σ 定义为

σ(x) = σ(x0x1x2 · · · ) = x1x2 · · · .

设 x ∈ XF , 若存在某个 k > 1, 使得 σk(x) = x, 则称序列 x 是 σ 的一个周期点, 并称序列 x 在映

射 σ 下有周期 k.

正如文献 [36] 指出的, 移位映射的迭代提供了符号动力系统中的 “动力学” 机制. 移位空间和移

位映射一起构成了一个 “移位动力系统”, 记作 (X,σ).

如果字符串集合 F 是有限集合, 则称 (XF , σ) 是单侧有限型移位系统. 在一个有限型移位系统

(XF , σ) 中, 如果字符串集合 F 中字符串长度是 k + 1, 则称系统为 k 步有限型移位系统.
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在符号动力学研究中,比较有力的两个工具是 Artin-Mazur Zeta函数和拓扑熵 [36]. 在 Artin-Mazur

Zeta 函数中储存了移位系统中周期为 i 的序列点的个数 pi. 定义如下:

ζ(t) = exp

( ∞∑
i=1

pi
ti

i

)
. (8)

另一方面, 有限移位系统的 Artin-Mazur Zeta 函数也可以由下述定理计算.

定理 1 [36] 设 (XF , σ) 是一个具有 N 个字母的有限移位系统. 矩阵 A ∈ Bn×n 是相应有限移位

系统的邻接矩阵. 则 Artin-Mazur Zeta 函数为

ζ(t) = (tNPA(1/t))
−1, (9)

其中 PA(s) := det(sIN − A). 具有 N 个字母的有限移位系统 (XF , σ) 的邻接矩阵定义为 A = (aij) ∈
BN×N , 其中 aij = 1 当且仅当在移位系统中第 j 个在下一时刻变换为字母 i.

可以从 Artin-Mazur Zeta 函数的表达式 (9) 计算移位系统中周期为 i 的序列个数 pi 如下:

pi =
1

(i− 1)!

di(ln ζ(t))

dti

∣∣∣∣ t=0. (10)

移位空间 (XF , σ) 的拓扑熵定义为

h = lim
p→∞

1

p
log(Np),

其中 Np 是容许长度为 p 的字母块的个数. 拓扑熵体现了移位系统中容许长度为 p 的子块的数量增

长率.

文献 [32]建立了 Boolean控制网络和 1步有限移位系统的联系,用符号动力学的观点研究 Boolean

控制网络. 受此启发, 本文主要是将高阶 Boolean 网络和单向移位空间建立对应, 用高阶 Boolean 网

络的 Zeta 函数和拓扑熵来研究高阶 Boolean 控制网络.

3 高阶 Boolean (控制) 网络

一个 k 阶 Boolean 网络系统表述如下:

x1(t+ 1) = f1(x1(t), . . . , xn(t), . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), . . . , xn(t), . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), . . . , xn(t), . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1)),

(11)

其中 xi(t), i = 1, 2, . . . , n 是 Boolean 网络的状态变量, fi, i = 1, 2, . . . , n 是 nk 元 Boolean 函数.

由引理 1, 可以得到逻辑函数 fi 的结构矩阵记为 Mi. 设 x(t) = nn
i=1xi(t), 则 (11) 可以被表示为

xi(t+ 1) = Mix(t− k + 1) · · ·x(t), i = 1, . . . , n, t = k − 1, k, . . . . (12)

利用矩阵的半张量积, 将 (12) 乘起来得到如下表示形式:

x(t+ 1) = M1 nt
i=t−k+1 x(i)M2 nt

i=t−k+1 x(i) · · ·Mn nt
i=t−k+1 x(i)
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= L01 nt
i=t−k+1 x(i), (13)

其中

L01 = M1

n∏
j=2

[(I2kn ⊗Mj)Φkn ] .

含有控制的 k 阶逻辑动态系统表示为

x1(t+ 1) = f1(x1(t), . . . , xn(t) . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1), u1(t), . . . , um(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), . . . , xn(t), . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1), u1(t), . . . , um(t)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), . . . , xn(t), . . . , x1(t− k + 1), . . . , xn(t− k + 1), u1(t), . . . , um(t)),

(14)

其中 xi(t), i = 1, 2, . . . , n 是 Boolean 网络的状态变量, uj(t), j = 1, 2, . . . ,m 是 Boolean 网络的输入变

量, fi, i = 1, 2, . . . , n 是 nk +m 元 Boolean 函数.

设 u(t) = nm
i=1ui(t) ∈ ∆2m , 则 (14) 可以表示为

xi(t+ 1) = Miu(t)x(t− k + 1) · · ·x(t), i = 1, . . . , n.

将上述 n 个方程用矩阵的半张量积乘起来得到

x(t+ 1) = L02u(t)x(t− k + 1) · · ·x(t), (15)

其中

L02 = M1

n∏
j=2

[(I2kn+m ⊗Mj)Φkn+m ] .

例 1 (1) 考虑 Boolean 网络A(t+ 1) = A(t− 2) ↔ B(t− 1),

B(t+ 1) = A(t− 1) ∨B(t− 2);
(16)

容易看出, 系统 (16) 是 3 阶的 Boolean 网络. 设 x(t) = A(t)nB(t), 则系统 (16) 表示为

x(t+ 1) = L01x(t− 2)x(t− 1)x(t), (17)

其中 L01 ∈ L22×26 ,

L01 = δ4[1 1 1 1 3 3 3 3 1 1 1 1 3 3 3 3

1 1 1 1 3 3 3 3 2 2 2 2 4 4 4 4

3 3 3 3 1 1 1 1 3 3 3 3 1 1 1 1

3 3 3 3 1 1 1 1 4 4 4 4 2 2 2 2].

(18)

(2) 考虑 Boolean 控制网络A(t+ 1) = (B(t) ∨A(t− 1)),

B(t+ 1) = (u(t) ↔ B(t− 1)) ∧A(t)).
(19)
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系统 (19) 是 2 阶带有控制的 Boolean 网络系统. 设 x(t) = A(t)nB(t), 则系统 (19) 表示为

x(t+ 1) = L02u(t)x(t− 1)x(t), (20)

其中 L02 ∈ L22×25 ,

L02 = δ4[ 1 1 2 2 2 2 2 2 1 3 2 4 2 4 2 4

2 2 2 2 1 1 2 2 2 4 2 4 1 3 2 4]. (21)

高阶 Boolean 控制网络 (15) 用映射表示为

x(t+ 1) = f(u(t), x(t− k + 1), . . . , x(t)), (22)

其中 x(t) = nn
i=1xi(t), u(t) = nm

j=1uj(t), 映射 f : △2kn+m → △2n . 通过选取不同的控制序列 {u(t)} 和
初始状态 x(0), x(1), . . . , x(k − 1), 高阶 Boolean 控制网络在控制下的状态轨线集合为

AS1 = {x(0)x(1) · · ·x(k)x(k + 1) · · · : x(t+ 1) = f(u(t), x(t− k), x(t− k + 1), . . . , x(t))

u(t) ∈ ∆2m , x(0), x(1), . . . , x(k − 1) ∈ ∆2n}.
(23)

特别地, 高阶 Boolean 网络 (13) 用映射表示为

x(t+ 1) = f(x(t− k + 1), . . . , x(t)), (24)

其中 x(t) = nn
i=1xi(t), 映射 f : △2kn → △2n . 通过选取不同的初始状态 x(0), x(1), . . . , x(k − 1), 高阶

Boolean 网络的状态轨线集合为

AS2 = {x(0)x(1) · · ·x(k)x(k + 1) · · · : x(t+ 1) = f(x(t− k), x(t− k + 1), . . . , x(t)),

∀x(0), x(1), . . . , x(k − 1) ∈ ∆2n}.
(25)

4 k 阶 Boolean 控制网络系统的 Zeta 函数

本节首先证明 k 阶 Boolean 控制网络 (15) 的状态轨线集合为一个 k 步有限型移位系统.

定义

M = ∨2m

j=1 Blkj(L02), (26)

其中 L02 为 (15) 的逻辑矩阵.

命题 1 在 k 阶 Boolean 控制网络系统 (15) 中, 任意控制序列作用下, 网络的状态轨线集合 AS1

是一个在字母表 {δ12n , . . . , δ2
n

2n} 上的 k 步有限型移位系统.

证明 考虑 k 步有限型移位系统 (XF , σ), 其中

F = {δi12n · · · δik2nδ
ik+1

2n : [M ]ik+1,(i1−1)2(k−1)n+(i2−1)2(k−2)n+···+(ik−1−1)2n+ik = 0}.

我们将证明 k 步有限型移位系统 (XF , σ) 的点和 Boolean 控制网络系统 (15) 的状态轨线序列是

一一对应的. 首先说明 Boolean 控制网络系统 (15) 的状态轨线是 (XF , σ) 中的点, 设 (23) 中的一条

轨线 w = δi12n · · · δik2n · · · ∈ AS1 , 则对任意的 t(t > k), 存在 u(t)(u(t) 可能不唯一), 使得

δ
it+1

2n = (L02 n u(t))δ
it−k+1

2n · · · δit2n ,
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因此 [L02 n u(t)]it+1,(it−k+1−1)2(k−1)n+(it−k+2−1)2(k−2)n+···+(it−1−1)2n+it = 1, 进而有

[M ]it+1,(it−k+1−1)2(k−1)n+(it−k+2−1)2(k−2)n+···+(it−1−1)2n+it = 1,

即轨线 w = δi12n · · · δik2n · · · 中的任意一个长度为 k + 1 的子块都不属于 F . 所以, 高阶 Boolean 控制网

络的状态轨线 w 是 k 步有限型移位系统 (XF , σ) 的一个点.

其次, k 步有限型移位系统 (XF , σ) 的点都对应 Boolean 控制网络系统 (15) 的一条状态轨线. 设

w = δi12n · · · δik2n · · · ∈ AF 是 k 步有限型移位系统 (XF , σ)的一个序列点, 则对于任意的位置 t(> k− 1),

我们有

[M ]it+1,(it−k+1−1)2(k−1)n+(it−k+2−1)2(k−2)n+···+(it−1−1)2n+it = 1.

即至少存在一个 u ∈ ∆2m , 使得

[L02 n u]it+1,(it−k+1−1)2(k−1)n+(it−k+2−1)2(k−2)n+···+(it−1−1)2n+it = 1,

进一步, 对任意的 t(> k − 1), 存在控制 u(t),

δ
it+1

2n = (L02 n u(t))δ
it−k+1

2n · · · δit2n .

因此, w = δi12n · · · δik2n · · · 是高阶 Boolean 控制网络 (15) 的状态轨线. 证明结束.

推论 1 在 k 阶 Boolean 网络系统 (15) 中, 网络的状态轨线集合是一个字母表 {δ12n , . . . , δ2
n

2n} 上
的 k 步有限型移位系统.

为了用有限移位系统 Zeta 函数得到 k 阶 Boolean 控制网络系统的结构和拓扑熵, 我们需要计算

高阶 Boolean 网络系统 (13) 的状态转移矩阵.

设 z(t) = nt+k−1
i=t x(i) ∈ ∆2nk , t = 0, 1, 2, . . ., 则

z(t+ 1) = x(t+ 1) · · ·x(t+ k)

= (Ed)
nx(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)x(t+ k)

= (Ed)
n nt+k−1

i=t x(i)L01 nt+k−1
i=t x(i)

= (Ed)
nz(t)L01z(t)

= (Ed)
n(I2kn ⊗ L01)Φknz (t)

:= L1z(t), (27)

其中 L1 = (Ed)
n(I2kn ⊗ L01)Φkn ∈ L2 kn×2 kn .

相应地, 对于含有控制的高阶系统 (15), 有

z(t+ 1) = x(t+ 1) · · ·x(t+ k)

= (Ed)
nx(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)x(t+ k)

= (Ed)
nx(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)L02u(t+ k − 1)x(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)

= (Ed)
n(I2kn ⊗ L02)W[2m,2kn]u(t+ k − 1)Φknx(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)

= (Ed)
n(I2kn ⊗ L02)W[2m,2kn](I2m ⊗ Φkn)u(t+ k − 1)x(t)x(t+ 1) · · ·x(t+ k − 1)

:= L2u(t+ k − 1)z(t), (28)
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其中

L2 = (Ed)
n(I2kn ⊗ L02)W[2m,2kn](I2m ⊗ Φkn) ∈ L2 kn×2 kn+m .

式 (27) 和 (28) 称为高阶 Boolean 网络 (13)(高阶 Boolean 控制网络 (15)) 的代数形式. 从形式上看,

式 (27) 和 (28) 可以理解为具有 kn 个逻辑变量的 Boolean 网络系统, 在研究系统 (27) 的极限环时

需要注意状态 z(t + 1) 与状态 z(t) 不是独立的, 因为 z(t) = x(t) n x(t + 1) n · · · n x(t + k − 1), 而

z(t+ 1) = x(t+ 1)n x(t+ 2)n · · ·n x(t+ k − 1)n x(t+ k).

定理 2 [28] 系统 (27) 的状态轨线和系统 (13) 的状态轨线之间存在一一对应.

代数形式 (27)和 (13)的不动点和极限环是一一对应的, 我们可以通过讨论系统 (27)的不动点和

各种长度极限环的个数间接得到 (13) 的相关拓扑性质. 设 z = nk−1
i=0 xi ∈ ∆2kn , 其中 xi ∈ ∆2n . 构造

映射 π : ∆2kn → ∆2n ,

π(z) = (I2n ⊗ 1T2(k−1)n)z. (29)

由文献 [28], 可得

π(z) = x0. (30)

记 Boolean 控制网络 (15) 对应的有限移位系统为 (XF , σ). 将有限移位系统 (XF , σ) 的 Zeta 函

数作为 Boolean 控制网络 (15) 的 Zeta 函数. 由定理 1 和 2, 可得如下结论.

推论 2 高阶 Boolean 控制网络 (15) 的 Zeta 函数, 即系统 (28) 的 Zeta 函数为

ζ(t) = (t2
n

PM (1/t))−1, (31)

其中 PM (s) = det(sI2n −M) 是矩阵 M 的特征多项式, M = ∨2m

j=1 Blkj(L2).

推论 3 高阶 Boolean 网络 (11) 的 Zeta 函数, 即系统 (27) 的 Zeta 函数为

ζ(t) = (t2
n

PL1(1/t))
−1, (32)

其中 PL1(s) = det(sI2n − L1) 是高阶 Boolean 网络 (11) 结构矩阵 L1 的特征多项式.

例 2 考虑例 1 中的高阶 Boolean 网络 (16), 从其表示形式 (17) 得到

z(t+ 1) = L1z(t), (33)

其中

L1 = δ64[1 5 9 13 19 23 27 31 33 37 41 45 51 55 59 63

1 5 9 13 19 23 27 31 34 38 42 46 52 56 60 64

3 7 11 15 17 21 25 29 35 39 43 47 49 53 57 61

3 7 11 15 17 21 25 29 36 40 44 48 50 54 58 62].

(34)

其状态转移图如图 1 (网络 (33) 的状态 δk64 在图 1 中表示为 k).

由式 (29),设 π(z) = (I22⊗1T
2(3−1)2)z,则系统 (17)的状态 x(t) = π(z(t)) = π(x(t)nx(t+1)nx(t+2)),

得到系统 (17) 的轨线 x(t) 的轨线图为图 2 (网络 (17) 的状态 δk4 在图 2 中表示为 k).
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图 1 系统 (33) 的 6 个极限环

Figure 1 The 6 cycles of system (33)

这里, 我们利用 Zeta 函数找到高阶 Boolean 网络 (17) 的极限环信息. 高阶 Boolean 网络 (17) 的

状态转移矩阵为式 (27) 中的 L1, 其特征多项式为

PL1(s) =s64 − 2s63 + s62 − 2s61 + 4s60 − 2s59 − s58 + 2s57 − s56 + 4s55

− 8s54 + 4s53 − s52 + 2s51 − s50 − 2s49 + 4s48 − 2s47 + s46 − 2s45 + s44. (35)

由推论 3, 高阶 Boolean 网络 (17) 的 Zeta 函数为

ζ(t) =(t2
2×3

PL1(1/t)
−1 =

1

p(t)
, (36)

其中

p(t) = t20 − 2t19 + t18 − 2t17 + 4t16 − 2t15 − t14 + 2t13 − t12 + 4t11

−8t10 + 4t9 − t8 + 2t7 − t6 − 2t5 + 4t4 − 2t3 + t2 − 2t+ 1.

记 g(t) := ln ζ(t) = − ln(p(t)). 计算 Zeta 函数 (8) 中的参数 pi 如下:

p1 =
1

0!

dg(t)

dt

∣∣∣∣ t=0 = 2; p2 =
1

1!

d2g(t)

dt2

∣∣∣∣ t=0 = 2; p3 =
1

2!

dg(t)

dt

∣∣∣∣ t=0 = 8 p4 =
1

3!

d4g(t)

dt4

∣∣∣∣ t=0 = 4;

p5 =
1

4!

dg(t)

dt

∣∣∣∣ t=0 = 2; p6 =
1

5!

d6g(t)

dt6

∣∣∣∣ t=0 = 24; p7 =
1

6!

dg(t)

dt

∣∣∣∣ t=0 = 2; · · · .

由 pi, 可计算出高阶 Boolean 网络 (33) 中各种长度极限环的个数 qi
[32],

qi =
pi −

∑
j∈D(i) pj

i
,
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图 2 系统 (17) 的 6 个极限环

Figure 2 The 6 cycles of system (17)

其中 D(i)为 i的不包含自身的因子集合,比如 D(2) = {1}, D(3) = {1}, D(9) = {1, 3}等. 由上述计算

可知,

q1 = 2; q2 = 0; q3 = 2; q4 = 0; q5 = 0; q6 = 2.

因此, 系统 (33) 的有两个不动点、两个长为 3 的极限环、两个长为 6 的极限环, 即 3 阶 Boolean

网络 (17) 有两个不动点、两个长为 3 的极限环、两个长为 6 的极限环. 此结果与状态轨线图 2 一致.

注 2 对于 3 阶 Boolean 网络 (17), 系统具有 3 阶的时滞, 为了得出 t+1 时刻的状态 x(t + 1),

我们必须知道状态 x(t − 2), x(t − 1), x(t), 为此在我们得到系统具有不动点之后, 应该将不动点理解

为持续 3 个时刻状态的演化. 比如图 2 中的不动点 δ14 可理解为 δ14 → δ14 → δ14 , 不动点 δ34 可理解为

δ34 → δ34 → δ34 .

5 k 阶 Boolean 控制网络系统的拓扑熵

对于一阶 Boolean 控制网络,

x1(t+ 1) = f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

(37)
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其中 xi, uk ∈ D, xi 为状态变量, uk 为控制变量, fi 是相应的 Boolean 函数. 利用矩阵的半张量积, 设

x(t) = nn
i=1xi(t), u(t) = nm

i=1ui(t), Boolean 控制网络的代数形式为

x(t) = Lu(t)x(t),

其中 L ∈ L2n×2n+m 是 Boolean 控制网络 (37) 的结构矩阵 [18].

在文献 [32] 中, Boolean 控制网络 (37) 的拓扑熵定义为

hS = lim
j→∞

1

j
log|Aj

s|, (38)

其中 Aj
s 表示长为 j 的状态轨线的集合, | · | 表示集合的基数. Boolean 控制网络 (37) 的拓扑熵可以从

矩阵 M = Blk1(L) ∨ Blk2(L) ∨ · · · ∨ Blk2m(L) 的模最大特征值得到, 即

hS = logλM .

由定理 2, 高阶 Boolean 控制网络 (15) 的轨线和 (28) 的轨线存在一一对应, 为此高阶 Boolean 控

制网络的拓扑熵可以由下式得到

hS = logλM , (39)

其中 M = ∨2m

j=1 Blkj(L2).

例 3 对于高阶 Boolean 控制网络 (20), 其代数形式为

z(t+ 1) = L2u(t+ k − 1)z(t),

结构矩阵 L2 为

L2 = δ16[ 1 5 10 14 2 6 10 14 1 7 10 16 2 8 10 16

2 6 10 14 1 5 10 14 2 8 10 16 1 7 10 16]. (40)

为此, M = Blk1 (L2) ∨ Blk2 (L2),

M = δ16[{1, 2} {5, 6} 10 14 {1, 2} {5, 6} 10 14 {1, 2} {7, 8} 10 16 {1, 2} {7, 8} 10 16], (41)

其中 δ16[{1, 2}] 表示一个 Boolean 向量, 其中第 1, 2 两个分量为 1, 比如

δ16[{1, 2}] = [1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]′.

Boolean矩阵 M 的最大特征值为 2,因此式 (20)的拓扑熵为 log2. 拓扑熵反映了高阶 Boolean控

制网络的控制信息量大小, 关于拓扑熵反映的逻辑系统控制信息是下一步的研究方向.

6 结论

高阶 Boolean控制网络系统是一类逻辑系统,又称为时滞系统.由于系统本身具有时滞特点,因此

系统的状态演化比较复杂, 具有特殊性. 我们利用矩阵的半张量积将高阶逻辑动态系统转化为代数形

式, 然后从符号动力学的角度研究了高阶 Boolean 控制网络系统. 主要证明了 k 阶 Boolean 网络系统
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与 k 步有限型移位系统之间的关系, 即 k 阶 Boolean 网络系统是 k 步有限型移位系统. Zeta 函数和

拓扑熵是研究符号动力学系统的主要工具, 这为研究一般的逻辑动态系统提供了新的思路. 另外, 拓

扑熵在逻辑动态系统中的作用还没有被充分挖掘, 是我们以后进一步研究的方向.

本文主要在符号动力学框架下, 对高阶 Boolean 控制网络进行了研究, 所得的结果可以直接推广

到多值网络系统.
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Symbolic dynamics approach to higher order Boolean control net-
works
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School of Mathematics and Information Science, Henan University of Economics and Law, Zhengzhou 450046,

China
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Abstract The Artin-Mazur Zeta function and topological entropy are two main tools for studying symbolic

dynamics. The Artin-Mazur Zeta function includes a number of cycles of different length, and topological en-

tropy reflects the exponential growth rate of the number of n-blocks in symbolic dynamics. Using the semi-tensor

product of matrices, under the framework of symbolic dynamics, we investigate the topological structure of higher-

order Boolean control networks, which is a special class of higher-order logical control systems. First, a one-to-one

correspondence between a k-order logical control network and k-step finite shift of finite type (or k-step finite

SFT for short) is constructed. Then, a number of cycles of different length are obtained from the Artin-Mazur

Zeta function, and control information from the higher-order Boolean network is learned from the topological

entropy. The main contribution of this paper is to provide one-to-one correspondence between a k-order logical

control network and k-step finite SFT.

Keywords higher-order Boolean control networks, semi-tensor product, symbolic dynamics, Artin-Mazur Zeta

function, topological entropy
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